Chapitre I
La théorie néo-classique du comportement du consommateur
ou théorie du consommateur (TNC.)

Introduction

Le but de la TNC: est dedéterminer la loi qui régit la demande de biens,té® d’'un prix de marché
L’hypothese principale issue de I'observation empie est si la fonction de demande deeX fonction

de son prix (P a pour écriture gdou g = f(px) alors (dg/dpx, la dérivée) est négative. La courbe
représentative montre ainsi que la demande d’umdséfonction inverse de son prix.

La demande observée d’'un bien sur le marché esteerfléter pour la théorie marginaliste tes
essentielles du comportement humain et individuelLa diversité des golts et préférences de chaque
consommateur, de méme que la diversité des bidsesitpour la consommation finale, ainsi que les
contraintes qui expriment larareté (celle des biens et celle du revenu) conduisedéfair ces lois
essentielles commen probléeme mathématisable de choix rationnel saentrainte Le probleme est
celui de la maximisation de l'utilité (ou satisfact) -notée U sous la contrainte du revennoté R-
plus précisément il s’agit de maximiser sous comtgala satisfaction retirée de la dépense du neven
(dépense intégrale dans I'hypothese d'une épargiie). Cette satisfaction est exprimée par une
fonction objectifa 2 biens, dont I'énoncé général e&i=f(x,y) ou x et y désignent les quantités
consommées de chaque bien, inconnues, sous laicwatde leur prix et g, donnégou exogenes)et

du revenu (R) du consommateltaximiser sous contrainte ouoptimiser/utilité (et donc la dépense)
consiste a rechercher Equilibre ou optimum du consommateur

Cet optimum étant déterminé et donc connu, iladsts possible d’en déduire la demande du
consommateur sur le marché pour les biens X ehjuantités et y ,

Pour le bien X par exemple cette demaimftividuelle pour le consommateut i » s’écrit gdx. On
simplifiera cette écriture en omettant I'indice x ivoire le « x », lorsque cela sera évident, pogir
retenir que gdou g. Il s’agit d'unefonction dont on étudie la courbe représentative appmiéebe de
demande du biemx en fonction de son prix Au préalable, auront été examinées les réactihns
consommateur « i » aux changements éventuels xleoprde revenu, conformément a ses préférences et
gouts, donnés par sa fonction d'utilite (U).

La demande drl différe de celle qu’expriment tous les consommigtel’'un méme bien sur le marché.
On note cette derniére Qdu Q,, et on la nommelemande globaleou agrégée L’agrégation de la
fonction de demande mais aussi celle de I'offraiiegnt une méthode particuliere.

On remarque ainsi que lorsqu’elle s’éléve a uraiv« global », celui du marché d’'un bien, et a
fortiori celui de I'ensemble des marchés (équiligéméral), la TNC le fait toujours a partir d’hypeéses
relatives a des comportements élémentaires (ici ciel consommateur). Ces comportements sont dits
« microéconomiques, et valent pour la consommation de biens, potraail, pour les capitaux, c'est-
a-dire sur tous les marchés étudiés par la TNCpa@ssage, on peut mentionner qu’il y a donc au moins
deux maniéres de traiter t@acro économieen lui supposant des fondememigroéconomiquesou en
la distinguant de tout ou partie de ces fondemérmgpremiére voie est celle des auteurs néo-classiq
et la seconde celle des keynésiens (dont certainshoisi de réintégrer la totalité des fondemenitso
donnant naissancdanouvelle économie classigue

Rachid FOUDI COURS DE MICROECONOMIEGhapitre | La théorie du comportement du consoremaiNov 2016Page 1 sur 71



1)) Le comportement des consommateurs : la fonction d’utilité

11) Utilité cardinale et utilité ordinale

La base de la TNCc est I'hypothese adassementdes biens par chaque consommateéais
cette hypothése est formalisée de deux maniérgsespondant au mode d’évaluation de I'utilité ou
satisfaction retirée de la consommation.

111) 'hypothése 1 Futilité cardinale (ou TNC, premiere forme)
Cette hypothése consiste a défiaifonction d'utilité—U-, propre a chague consommateur, en supposant
gue l'utilité est un concephesurable Cette hypothése est celle k4ilité cardinale, dont latable de
Mengerest la présentation la plus connue.
Il est donc possible de dresser une relati@rdig, dite ordre complet, du typeA>B ou B>A. Cette
hypothése a été levée par Edgeworth et Paretooditigie la seconde.

112) I'hypothése 2 [utilité ordinale (ou TNC; seconde forme)
La premiére hypothése établit une relation du kygapérieur ou égal a »Avec la seconde est établie
une relation d’ordre complet du typepréféeré ou équivalent a,>dont les symboles mathématiques sont
respectivement s (préféré a) o= (équivalent a).

12) La fonction d’utilité & un bien : Utilité toia (Ur) et utilité marginale(Uy)

121) La TNG: premiére forme raisonne au moyen de la fonctianildé & un bien. Soit la fonction
d’utilité du bien X, ou on associe a x I'élémentx)J(
]
T,
by 1T,
La fonction U = U(x) présente plusieurs propriétés
- la continuité : U est définie pour toutxo. Ce qui implique que les quantités consommeées
du bien (x) sont infiniment divisibles.
- La dérivabilité du premier et du second ordre (@uiwee seconde). La fonction —U- est
supposée posséder les caractéristiques d’une dondé classe Cqui admet une dérivée du
premier ordre, dont I'expression est :

W, =dUfdx = lim  dU/dx La dérivfe seconde étant :
Ax 20 g, = 9
dx2

La dérivée premiere possede une signification eoimee. Elle exprime la variation de l'utilité togal
(notée ) due a une variation infinitésimale de la quantd@sommeée du bien Kette variation a la
marge fait que la dérivée est appelégtilité marginale du bien x(UnX).

On adonc U'x = Yx . L'Ux désigne la satisfaction procurée par une uniditiadnelle du bien x.

La dérivée U; > 0 en vertu du principe deon saturation Le consommateur éprouve en effet des
besoins illimités.
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122) Cette définition donne lieu au graphique sotva

Uix)

0 1 2 3 4.,
Ay ool dy

L'Unx (en grisé) est I'utilité ou la satisfaction progypar I'unité supplémentaire. On constate que I'U
croit avec la quantité de biens (x), mais la satigbn procurée par l'unité supplémentaire est
décroissanteéds rectangles en grisé ont une hauteur décroissat

La décroissance de I'utilité marginalest mathématiquement vérifiee par la fonction d'utité par le
signe de sa dérivée seconde qui est négatif, soit,lx O.

123) Etude de la relation entrerl@t Ux.

Les deux propriétés Uy >0 et U”<0 permettent d’établir une relation entre Uy et UpX.

- D’une part,le principe de non saturationsignifie que I'Unx est, comme on I'a dit, la limite
du rapport dU/dx quand éx0. Cette limite est déterminée par la variationsthck de x et
ses incidences surrU

- Dr’autre part, en prenant pour hypothése que lauvadg est celle quintegre le stock partant
de 0, on peut en déduire la quantité d'utilité llotatirée de la consommation du bien pour x
allant de 0 a x1. Une présentation graphique pedirgtoduire I'écriture de cette intégrale.

A Croissance de 1'utilité totale
LOLE ] L) = O

~1 x = stock de x

A

U0 La surface (grisée) W a pour valeur

|

|

|

| (lorsque x integre)
| x1

(U1} \T\ )
: LI'{x) dx
0

I
o >
~1 x = flux de x

Décroissance de 1'utilité marginale
Iy <= O

Par exemple La fonction d’utilité a un bien, le bien x, daepar U(x) (x) = 105x -5x2.

Son domaine de définition est UK pour & x<21. Cette fonction vérifie les propriétés défmi
U'x=-10x + 105 U/> 0 six<10,5

EtU",=-10 U%<O0

Ce qui rend possible pourk®<21, les calculs du stock d'utilité, et I'utilitharginale de chaque unité du
stock.
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13) La fonction d'utilité a plusieurs biens

131) Définition
La fonction s’écrit pour 2 biens X et Y, consomre@sguantités respectives x ety : U(X,y).
Elle est engendrée a partir de la fonction a uhlsien, dans la mesure ou : U(x,y) = U(x) + U(ygte
fonction d'utilité donne laarte d’utilité du consommateur
Les biens X et Y sont donc indépendaiis. qui signifie que le résultat est nul lorsquilité varie
d’abord d’une petit quantité x , puis ensuite d'yredite quantité y. Cette condition n’est cepengeas
nécessaire. Elle est propre au raisonnement ere téenfonction d'utilité, et elle n’est plus nécessdes
gue I'on passe au raisonnement en termedebe d’indifférence

I132) La représentation graphique de la fonctiartitifé a 2 biens.
Sous I'hypothése de biens X einfiépendantson note :
U(x), l'utilité associée a la quantité x du bien X
U(y), l'utilité v “  ydu bienY
La fonction d'utilité s’écrit alors: U = U(x,y). IE peut étre représentée dans un espace a trois
dimensions qui réunit les deux plans (UOx) et (UQy)
Dans cet espace figurent deux courbes d'utilité :
- U(x,y) = U(0,y) = U(y) dans le plan (UQy) lorsque tonsommateur ne consomme que du
bien Y,
- U(x,y) = U(0,x) = U(x) dans le plan (UOx) lorsque tonsommateur ne consomme que du
bien X.

Les étapes (I a V) de la représentation de la fomct'utilité a deux biens dans la plan a deux
dimensions (x0y), décrites dans I'encadré ci-desspeuvent étre commentées comme suit :

I) Dans I'espace a trois dimensions (z,0,y,x), $emble des combinaisons de biens (x,y) donne liau a
représentation’une surface d'utilitéz = U(x,y). Celle-ci est obtenue par la combinaidenx a deux de
tous les vecteurs possibles compris entre U(y) 6t),Urespectivement ['utilité de Y lorsque la
consommation du bien X est nulle, et I'utilité delorsque la consommation du bien Y est nulle.

II) La surface d'utilitéz = U(x,y) comporte ursysteme de courbes de nive@ont le modéle est
représenté) dont I'équation estppeléecarte ou fonction d'utilité,

En représentant 'ensemble des courbes de nivaagonstate qu’elle représente chacune un niveau
d’utilité, et que celui croit du bas vers le haut.

On sait par démonstration glgesysteme des courbes de niveatconcavetandis que chaque courbe de
niveau estonvexe

[I1) Pour simplifier 'analyse, on ne raisonne a8 les courbes de niveau, mais lewrr projection dans
un plan a deux dimensigrdonc sur I'équation de urbe d’indifférence.

Il suffit de se donner, dans le plan a 3 dimensiams niveau d'utilité U(x,y) = k pour obtenir par
projection, dans le plan a deux dimensions (xOg® représentation plane de la courbe de niveate Cet
nouvelle courbe, notEx estl'intersection de la surface = U(X,y) avec le plan z = k. La projection de la
courbe de niveaast appeléourbe d’indifférence

IV) Le résultat de la projection de I'ensemble destirface z = U(x,y) dans la plan (x0y) est dorece
d’'unefamille de courbe§k. Celles-ci représentent $gsteme des courbes d’indifferenCdaque courbe
correspond a un niveau donné d'utilité, et I'udildroit a mesure que I'on s’éloigne de l'origine.

V) La représentation plus commune étant plutoeaglin repere orthonormé classique.

La lecon essentielle a donc traitlaarelation existanentre la concavitéde la colling et la convexité
des courbes d’indifférence lorsque la translation est effectuée d’'un pldiadtre. Nous traitons de ce
sujet a plusieurs reprises dans le cours. Les ieesrae travaux dirigés N°1 et N°3 appliquent la
démonstration de la relation.
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Etapes (T4 Vydela construction du systéme des courbes d'indifférence dans le plan 4 deux dimensions {xoy)

Unilité
z
z
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0 / y 0 = e
5 urfuce z=U l:lx’ F] = une mur]:_-é de nivean d'un
b= niveau donnd d'utilité.
i
ll.
Uik = Uix,0k = a) seul le bien X est consonimé
X
I |
T
+I
|k plan z=k
i /
71 a -
' i I
.~ :
0 ! : ¥
|
- 1
ird I courbe d'indifférence réalisée
\ ! par projection de la courbe de
\'\ : mni VisaLE, GI-ITIX Il.‘]JIJII.:I. =
1| dimensions (xoy).
"k
X
T

oy
V.
x P
-
e
[ /Systémedes courbes
X »  drindifféremse ou carte

drindifférence dans le plan
A deus dimensions (ov)

IV

représentation usuelle de la
l'}. carte d'indifférence du
ki consommateur
|
0 >
R

Rachid FOUDI COURS DE MICROECONOMIEGhapitre | La théorie du comportement du consoremaiNov 2016Page 5 sur 71




II) La maximisation de I'utilité sous contrainte ou optimisation des choix du
consommateur

Optimiser une fonction a plusieurs variables, c’esichercher un optimum ou le meilleur choix
possible Il revient au méme de dire que I'on maximise dadtion sous contrainte, dans le but de
déterminer un optimunsus-entenddu choix).

Cette opération peut étre réaliséedeex maniéreset suivant plusieurs méthodes. La premiére maniere
consiste a partir da fonction d'utilité U(x,y). La seconde a pour basecourbe d’indifférence

111) La maximisation de l'utilité sous contrairdgpartir de la fonction d’utilité

Dans la TNG premiéere forme, le consommateur maximise une @eéamkutilité définie
(mesurable ou cardinale), donnée laafionction d’utilité U(x,y).Les conditions du marché étant celle de
la CPP, le marché est « atomistique » et donc rigsspmposent au consommateur ou sont fixés. On
retient g et p, pour définir les prix respectifs des biens X etEn outre la maximisation prend pour
contrainte le revenu du consommateur.

[111) Maximisation sous contrainte : cas d’une fiomt d’utilité & une seule variable.
Pour une fonction quelconque f{®), la contrainte prend la forme d’'une droite horiade d’ordonnée
y=y fixé. En prenant I'exemple du graphique ci-dessamsse propose d'expliciter, par opposition, la
méthode déa maximisation sous contrainte.

b4 N

VA
Daxinisation hors contrainte

CONTRAINTE v =v*
NMaxinusabion sous confrainte

—0 “::..
/ XA \ X

On lit que le maximum de la fonction est atteinfpaint A(xA, yA). Mais il n’est pas umaximum sous
contrainte dans la mesure ou yA est une valeuruexdes valeurs possibles de la fonction sous
contrainte Les valeurs qui respectent la contrainte sontcdmiles située dans la zone non gridée
graphique. La question estle quelle contrainte s’agit-il ?

[112) La contrainte de budget
Le budget du consommateur est la somme monétakamake dont il dispose pour réaliser ses dépenses.
La dépense totale, qui ne peut I'excéder, doit &ttiennelle, c'est-a-dire correspondre au principda
maximisation de I'utilité sous contrainte. Il esavqu’un autre type de contrainte peut s'imposéiria
telle que la rareté des biens qu’il souhaite aggu@n ne considérera ici que la contrainte de letidg
L’hypothese principale estbsence d’épargneOn dit que le consommateépuise son revenu
ou budget dans l'achat des quantités x et y, sachaelles doivent étre pondérées par leur prix
respectif. Aussiéquation de la contrainte de budgetest-elle :

R=Xx.p+Vy.p

Par exemple s'il dispose de 100€ pour I'achat dexdeens dont les prix sont respectivement px=2 et
py =5, sa contrainte s’écrit : R = (2x25) + (5x£0)00. S’il choisi de ne consommer que du biegax,
dépense totale sera de D= 4x25 = 100, ou que dwhi® = 5x20= 100.
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La contrainte de budget étant connue sous ce@imipre forme elle subit pour I'analyse une
transformation mathématique importante pour lesutslet éclairante pour la compréhension.
En isolant y, dans I'expression R = x#y.p,, on obtient un@utre expression de la contrainte

X R R - Xxpx
y= XD+ - y=2F
Py Py Py

La forme_y = -x(p/py) + R/py est importante :

- elle permet de constater que la courbe représeamtast une droite. Aussi I'appellera t'on
droite de budget (ou de contrainte).

- la pentede cette droite estegative et égale aapport des prix des deux biens

- l'ordonnée a l'origine est (R/p), c’est-a-dire la quantité maximale de biens y dee
consommateur peut acheter au prix dongé @n deduit logiqguement qukabscisse a
I'origine a pour valeur (R, la quantité maximale de biens x que le consoraungpeut
acheter au prix donnép

Le graphique représentatif de la droite de conteadst donc :

pour une fonction d'utilité a
deux biens X et Y consommeés
en quantités (x,v),
aux prix (px,py) soit
U=1U(x,y)
La droite de budget ou contrainte
budgétaire du consommateur

. x = R —xox
Y 4 {y=—xcp—)+<—)@y= d ]
B By By

-(px/py) la pente

R/px

La représentation de la contrairtans I'espace a trois dimensionprécédent (colline de satisfaction)
est celle d’'urplan sécantqui divise la colline en deux domaines (possiblengossible), car il scinde le
systeme des courbes d’indifférence en deux paiasl'illustration sommaire :

La contrainte de budget dans un
espace a trois dimensions

Elle limite '"ensemble de consommation” de Vagent en
scindant en deux la colline de satisfaction

Ce qui nous mene au point suivant c).
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[113) Maximisation sous contrainte : cas d’une fiimrt d’utilité & deux variables.

Il existe deux méthodes de maximisation. Mais oargovoir que, sous certaines conditions, il
est possible de déterminer I'optimum partant d’'smeple égalité toujours vérifiee a I'équilibre
(donc une « troisieme » méthodegs deux méthodes sontla méthode du remplacemeset la
méthode du multiplicateur de Lagrange ou Lagrangien

[1131) la méthode du remplacement
Cette méthode qui utilise la fonction U(Xx,y), viaeconstruire une fonction implicite qui integre la
contrainte de budget. Bien que son application nésgmte pas de difficultés, son fondement
mathématique (celui des fonctions implicites) nevg pas I'utilisation de fonctions d'utilité ingutées.
Soit le programme du consommateur
Max  U(X,y)
Sc R= Xp+ypy
On modifie la forme de la contrainte R pour obtgrr -x (p/py) + R/py < y= (R —Xp)/py
On remplace y dans U(x,y) pour obtenir la fonciomaximiser :
U (x.y) = U (x, (R —x(p/py)
On voit apparaitre la différence avec le cas dernation d'utilité a une seule variable. Ici leebs ne
sont plus indépendants. La demande du bien x dégeiceélle de y, et des autres variables (le reveinu,
les prix des biens). Le consommateur doit donsselases choix de combinaisons (x,y).
Les deux conditions d’'un optimum, dites du premeiediu second ordre, sont alors :
- celle d’unextremum(minimum ou maximum). Celui-ci est atteint au pan la dérivée premiere
(U'x = 0). Cette condition permet de déterminer lesntjtés maximales x et y, et donc le niveau
maximum d’utilité alors atteint.
- celle d’'unmaximumouoptimum: la dérivée seconde (U))'doit étre négative.
L’optimum s’écrit alors a I'aide de ses coordonngegphiques E(x*, y*, U*) o€d(x*,y*,U*).

[1132) La méthode du Lagrangien ou du multiplicatde Lagrange

Soit le programme du consommateur
Max U(x,y)
Sc R-xp- ypy=0 (la contrainte est ici saturee)
On forme alors la nouvelle fonction, dite de Lagyagui comportée Lagrangien lambda ¢.), soit :
L(Xy,2) = U(x,y) +MR-Xpx - Ypy)
Cette fonction doit étreptimisée c'est-a-dire, vérifieta condition du premier ordre : ses dérivées
partielles premieres doivent s’annuler simultanémezt la condition du second ordre le déterminant
hessien bordé de la matrice des mineurs principghiétre positif.
La condition du premier ordréou« nécessaire pporte sur le systeme des dérivées partielleastiiv

QU/OX= ..o =
{6 Udy=...coevnnnn. =0 ce qui donne la matrice appét&e
Ce systeme de 3 équations linéaires (défini dgnorme unematrice jacobiennenotéeF’(.). Cette
matrice est formée de gradients. Chaque gradidnteegecteur(ou la matrice) ligne des dérivées
partielles premiére€n annulant simultanément les gradients on appligicondition du premier ordre.
Ce system@ossede des solution en x,y Bt desquelles on conclut en I'existence daxtremum.
Q(x,y,U). Le Lagrangieri, sert a peser la poids de la contrainte. Sousylesthéses Marshalliennes, on
linterpréte comme Utilité marginale d’une unité monétaire additionieebu utilité marginale de la
monnaie.
La condition du second ordi@u « suffisante }> est parfois longue a vérifier. On la suppose sativ
vérifiée a priori, compte tenu de la nature des fonctionsiséls microéconomie. Toutefois, nous
réaliserons la vérification dans plusieurs exericgon principe est la construction d’une nouvelle
matrice, celles des dérivées partielles secqndppeléematrice Hessienne (notdd). On vérifie la
condition du second ordre, celle de I'existencenditaximumpar la mise en évidence digne du
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déterminant dit Hessien bordé, celui de H, notd D2 | . Ce déterminant doit étre positif s'il s’agit d’un
maximum (| D2| >0), ou <0 pour un minimum.
Des explications et développements de cette métbodiedonnés dans le document de cours « rappels
de mathématiques ».
On peut montrer gu’elle a pour fondemenk llnéoreme des fonctions implicites »
La recherche des candidats aextremum d’une fonction f(.) (& plusieurs variaplede classe £(2 fois
dérivable), est réalisée en annulant les dérivéetigiles.
Soitf(.) =f(xq, ... Xn) cette fonction
Si on suppose les variables (... Xnsoumises @ contraintesy; (X1, ... Xn)= 0 (pouri allant de 1 a p),
La maximisation sous contrainte est réalisée emlantles dérivées partielles de la fonction dige d
Lagrange ou Lagrangien, soit :
L(.) =f(.) +Aa0a(.)....+ ApQp() avech; multiplicateur associé a 18" contrainte,
On retrouve leghéoréme des fonctions implicitesisque :
Soit le programme de maximisationfdg = f(x; ...
SCg (X1, ... Xn) = 0 =» Cette contrainte definit de maniere_implicitene des
variables, soitx, = ¢ (X1, ... Xn-1y= 0
La maximisatiorsans contraintest celle de la fonction objectif :
F(.) =f(X1, ... Xn-1),® (X1, ... Xn-1)
La solution est donnée par le vecteur Aax.(.a,) qui est urextremum s'’il annule les dérivées partielles
par rapport a(xi, ... Xn-1),c'est-a-dire les dérivées par rapport@oxri allant de 1 n-1.
Elles sont obtenues p& régle de dérivation en chajrseit:
F(Yxi=Fxil(Xe, ... Xn1), @ (Xq, ....... Xn-)] + Fanl(Xe, ... Xn-1), @ (X1, ....... Xn-)] X @'xi (X1, ....... Xn-1) =0
A I'extremum F(.)k = 0 (pouri allant de 1 &-1)
Or, par construction dg (.) (voir plus hauk,) : & =¢ (a,

an-1), il ressort que :

Fala, )
@5 (A, apg)= ————— siet ssifr () différent de 0
Flar, )
Comme ¢ () =g (x1, . Xn=0, alors le théoréme des fonctions implicites
permet d'éarire
gy, . )
@ (al, )=
gh(a, . a)
st done D Relation qui donne les conditions du® lordre pour
N I'extremum d’une fonction dont les variables sage$ par
ar ) g% (ar, ) une contrainte.

Elle est celle qui s’applique pour la maximisati I'utilité sous contrainte pour la fonction a ®geéaiens (x,y), lorsqu’on
écrit qu’'a I'optimum :

TMSi = pdpy
rapport des dérivées partielles ou des utilitéggmates = rapport des prix ( dérivées de la conteaidle budget g{g.q,) = R
- Xpig;. L'égalité traduit en outre le point de tangenotrela courbe de niveau et la droite de contrainte

On retrouve le Lagrangien de la maniére suivaetetransformant I'égalité 1=2, soit :
Falay, . an) Smlan, . ag)

gnlan, ) g (o, a9
fx:a (a1,......an) =
- =, M
g, ay)

==> Pl a) =. A ZxlaL 2y
et Frn ) 4 Aogr(a ) =0

soit les dérivées partielles du

L()=00)+ Mg .+ X80
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Remarque
Cette démonstration reste la méme lorsqu’il s’dgidéterminefextremumd’une fonction dont les variables sont soumises a

unecontrainte sous forme d’inégalitéslle prend la forme du théoréme de Kiihn-Tuckeri(aappels de mathématiques »
et application dans I'exercice N°6 du dossier coms@teur).

Les inégalités sont prises en considération endnisantdes variables d’écartelle que 2 = g(X),

Et I'inégalité g (X) > 0 devient unégalitéen écrivant : g(X) - z2=0 ( allant de 1 a p)

Et donc L =f(X) + Z X (g(X) - z?).

112) La fonction d'utilité a deux biens dans lanception ordinale (TNCdeuxieme forme)

Dans la conception ordinale, la fonction d’utilgért a classer les préférences et non a mesutiitd.u
Mathématiquement il revient au méme de dire que ledonctions d'utilité sont définies a une
transformation monotone croissante présa monotonie signifiant que la fonction décrofijours. Ce
qui signifie par exemple que les fonctiomansformées croissantdd et V de deux consommateurs,
données par U, V aU + b, aboutissent au méme résultat dans la maxilissous contrainte.

Ceci constitue une importante étape dans le ragsuent marginaliste puisque les fonctions
opérationnelles ne sont plus les fonctions d'étiliy=U(x,y)), maisles_courbes d’indifférenceC’est
F.Y Edgeworth que l'on doit ce déplacement, qu'aptai V. Pareto intégrera pleinement au
marginalisme

[121) Les courbes d’indifférence

[1211) La projection du planf,x,y)au plan x0y) : (voir 132 ci-dessus)
Géomeétriguement, les courbes d’indifférence sonstraites par translation du plan a trois dimersion
(U,x,y) vers le plan a deux dimensions (x0y). Letéyne des courbes d’indifférence représentaite
d’indifférence.

11212) Définition et nature des fonctions
Dans le cas de deux biens X etla, courbe d’indifférenceest le lieu géométrique tel qu'une petite
variation de la quantité d’'un bien, pondérée patilité marginale de ce bien, est compensée exatem
par une variation identique de la quantité de fabien, pondérée de la méme maniere.
Pour U=U(X,y), on observe donc qu&’ydx = U’y dy & U’ydx + U'ydy = O (la différentielle totale est
nulle).
Les fonctions sont donc données sous la forme daqation différentielle On détermine alors la
forme des courbedanche d’hyperboleg¢n intégrant leur équation différentielle
Une application est :
Soit I'équation différentielle ydx + xdy= 0, on en déduitxdy = - ydx
soitdy/y= - dx/x

La solution de cette équation est donnée par gnaié Iﬂ = IE( + C (constantel'intégratian)
y X

Le résultat de cette intégration est donné datebla des intégrales immédiate®it
Log(y) = - Log (x) + Log(C) avec x ety >0

y = C/x
qui est I'expression hyperbolique de I'équation desourbes d’indifférence.
Sa valeur dépend de la constante C

En transposant ce résultat aux fonctions d’utibi@yoit que partant de la fonction

U(x,y) = xy, utilisée dans la suite en exemple, et en donnamiveau d'utilité correspondant €6 C,
c'est-a-dire un niveau constant d'utilité, alorgiéint L°(x,y) = C = xy, d’otl I'on déduit : y = C/x.

On peut poursuivre et retrouver I'équation différelfe puisque dans notre exemple
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dy/dx= - C/x?, ce qui implique quay = - C/x2dx. Comme y = C/xalors en remplacant
dy = - (y/x) dx, soit en changeant de membydx + xdy = 0
(Dans ce calcul on a utilisé dy = - C&# dy = C/xxx =y x1/x = yIx).

11213) Les propriétés des courbes d’indifférence
Une écriture de I'’équation d’'une courbe d’indifféce pour_un niveau constant d’utileét donc :
Uo(x,y) & y =f(U°x), le symbdle «°» pouvant étre remplacé par le symbole>xsoit U*.
Les principales propriétés des courbes d’indifféessont :

1) La monotonie, la continuité et la dérivabilité. darivabilité permet d’écrire qua pente de la
tangente en un point de la courbe dindifférence égale a I'opposé du rapport des utilités
marginales des deux biensoit dy/dx = - Uy/U’y (démonstration plus loin).

2) La convexité par rapport a I'origine (démontréesgdhin)

Dou la représentation graphique usuelle suivante :

Y

Il existe des cas particuliers de
convexité avec "optimum de coin”

¥
iy _exemple-

La courbe d'indifférence :
convexité par rapport al'origine
y =fUe,x)

E (x*y*U*) optimum

E(R/px, 0, U") optimum
x

U ou U*
U] - X

Le cas de l@oncavitéexiste, mais c’est un cas particulier qui ne penpas toutes les solutions de la
maximisation sous contrainte. Seulestdution dite « de coin » peut éiretenue. On reviendra sur ce
point ultérieurement. La représentation graphicgiaors :

La courbe d'indifférence :

cas particulier de la coneavité

v

Seul un optimum de coin est
possible v

Efo,R/py, U°) optimum de coin

(R/px, 0,17) optimum de coin
x

D’autres formes possibles existent, qui ont tralea biens spécifiques.
3) Deux courbes d'indifférence correspondant a deweanix différents d’utilité, ne se coupent
jamais. La solution représentée ci-dessous estssilple :

les courbes d'indifférence ne peuvent
pas se couper

vl

C ut
0 X

Soit 3 paniers de biens (x,y), A, B et C, et deiveaux d'utilité tels que b> U°,
On lit que (A=B) > C or on constate (B=C) < A. @ettituation est contradictoire et contraire au
postulat de rationalitéNB : les symboles d’inégalité et d’égalite senise« préféré a », « indifférent »).

[1214) Courbes d’indifférence et types de biens
Sans prétendre épuiser ici I'exposé de la catégmisdes biens, il faut mentionner que la défimitdes
biens qui font I'objet du choix du consommatast essentielle pour interpréter économiquement le
calculs réalisés a partir de la fonction d'utilité.
Une premiére classification concerne directementctaurbes d’indifférence. Cette classification tiad
la combinaison des biens X et Y réalisés par chaqusommateur. On distingue :

Rachid FOUDI COURS DE MICROECONOMIEGhapitre | La théorie du comportement du consoremrafNov 2016Page 11 sur 71



- les biens substituts ou substituablese sont des biens X et Y tels quessigpy) > 0, alors lorsque py
croit, y diminue_maisx augmentelLes courbes d’indifférence convexes sont batiexstie hypothese
On notera que dans ce cas, les biens X et Y st diubstituts imparfaits ».

La parfaite substituabilité de deux biens, comme g@@emple le choix entre «tournevis bleus » et
« tournevis rouges », conduit & des courbes dfédihce linéaires de pente égale a (-1). Ce qu’on
appellera ci-aprés le taux de substitution estaoistant et égal a 1 (c'est-a-dire 1 pour 1).

- les biens complémentairesce sont des biens X et Y tels quedsi/gpy) < 0, alors lorsque py croW,
diminue, maisx diminue Les courbes d’'indifférence possédent alors unealbarticuliere, celle d’'une
équerre. La figure ci-dessous illustre le « choXun consommateur entre « sucre » et « café hashc
gue sa préférence le conduit a consommer 1 cafgucr2s.

On peut alors lire que 2 cafés = 4 sucres, etc...

v

La courbe d'indifférence : les biens
cate complémentaires

o H o

2 4 sucre

Cette premiére classification sera complétée ialiéement lors de I'étude d&lasticité de la
demande des biens par rapport au prix et par rapparrevenu.

[13) Le taux marginal de substitution (ou TISversusy)

1131) Définition

Le TMSy est le taux auquel le consommateur est disposéubstituer une quantité du bien

y a une gquantité du bienx, tout en maintenant sa satisfaction constante, otout en
conservant le méme niveau de satisfaction. (On dgfi de méme TMSyy).

Une autre définition littérale, donnée par J. Hjckes réfere a I'utilité marginale des biersOn
définira le taux marginal de substitution de X a égmme la quantité de Y qui suffit a
dédommager le consommateur de la perte d’'une umatdjinale de X. Cette définition ne dépend
aucunement d’'une mesure quantitative d’utilité »

1132) Calcul du TMSy

Par définition du TMS, le raisonnement se tientoleg d’'une méme courbe d’indifférence, et
donc pour un niveau constant d'utilité U £ ®n sait que I'équation de la courbe d’indifférenc
est de la forme y {U°, x). La dérivée en est (dy/dx) < 0.
On obtient alors le TMg par la formule :

Au point (x0, v0) 1e TMS estl'opposé dela
aU pente de Ia tangente a la courbe u?
_ T y aX En ce pointil v a égalité entre la pente
TMSy/X - (dy/dX) =U X/U y— OU de la droite de budget
et le rapport des utilités marginales des 2 biens
oy y

Autrement dit le TMSx est €gal a I'oppose de la pente
la tangente en un point de la courbe d’indifférenceest-
a-dire au rapport des utilités marginale des deuseits X
ety.

Ce que I'on peut représenter sommairement paglaei:
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De cette définition, il résulte que le TNiSpossede lgropriété de décroissance le long d’'une
méme courbe d’indifferenc&lus précisément, le TN décroit six augmente et croit sy
augmente.
La propriété de décroissance du TyMPpeut étre exprimée au moyen de I'exemple simplifié
d’'une fonction d'utilité quelconque a deux biens. ¢ourbe d’indifférence est supposée prendre
les valeurs (x,y) ci-dessous correspondant a 4oin

Point

de y X Ay Ax AyiAx
coordonnée

H 4
G 2
1
0

2 1 2
E ] 1 -
F ] 1 2 05

Le rapport Ay/AXx) est unrapport psychologique d’échanget mesure la sensibilité de la
variation des quantités de bien vy, lorsque vatEnguantités consommeées du bien x.
La représentation graphique est :

K| =0

¥

! Le rapport Ay/Ax) estdécroissant(-2, -1, -1/2). A mesure
3] gu’il substitut des quantités de bien x aux quéstide bien vy,
le consommateur éprouve une réticence accrue auakémles
\ quantités de bien y.
. \ On constate ainsi que un doublement des quantités @ a 2)
. ™~ est d'abord du a une baisse de -3 quantités duhieandis
e — —— que le doublement suivant (de 2 a 4) entraine arssé de -1
quantité de bieny.
C’est donc la décroissance de ce rapport que tredliMSx.
Dans le cas d’une fonction d'utilité & deux biexg), la formule du TM$y est donc :

. A
™S, =[im A—i
de la courbe d'indifférence=f(U*,x). C’est en prenant cette valeur absolue que I'an gwblir
I'égalité avec l'autre formule
_0U /ox

=5 /9y

==

=—(%/), c'est-a-dire lavaleur absolue de la pente de la tangente en untpoi
X

qui représente le rapport (positif) des utilitéarginales des deux biens.

1133) Propriétées du TMgx

[1I331) Enoncé des propriétés

1°: le long d’'une courbe d'indifférence le TiSest décroissantCette décroissance garantit la
convexitédes courbes d'indifférence.

2° : le corollaire de cette propriété est que vexité des courbes d'indifférenet maximisation
de I'utilité (condition du second ordrepnt un seul et méme probleme. C’est I'équatior k&
qui permet de le résoudre.

On se propose de montrer d’abord que la propréfdidgue le corollaire (del® vers 2°), puis de
montrer que le corollaire contient la propriété 2desers 1°).

[1332) Démonstration des propriétés

Démonstration de 1° et 2° (propriété 2° déduitd Je

Soit la fonction UtJ(x,y). Elle admet un maximum (ou optimum) sous cainte notée

(y= R-xpX)/py), si, suivant la méthode du remplacement eéefie les deux conditions du
premier et du second ordre.

On commence par I'écriture de la fonction impliditeU(x, (R-xpX)/py), sachant

y = (R-XpX)/py & y = -x (px/py)+ R/py

a) recherche de I'extremum condition du premier ordre : dU/dx = 0

La fonction U a pour dérivée premigjalJ/dx) = U’y + U’y (dy/dx) ceci_en vertu du théoreme de
dérivation des fonctions composees

Or, (dy/dx) = -(px/py) (pente de la contrainte).
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La condition du premier ordre s’écrit alors : (diye U’y + U’y (dy/dx) = 0
Et en remplacant : (dU/dx) = I+ U’y(- px/py) = 0. D’ou Uy = U’y (px/py).
On peut alors en déduire qu'a 'optimum :

U'/px = Uly/py < U’ U, = px/py Ce résultat est une regle générale pour la
maximisation _de l'utilité. On_lit gu'a

loptimum il y a égalité entre le rapport des utiltés marginales et le rapport des prix_des
deux biens. |l revient au méme de dire qu’'a I'optnum, le TMS est égal au rapport des prix
des deux biens.
Cette regle, commode pour déterminer I'optimum sgppnéanmoins, comme le montre la
démonstration, connu le niveau d'utilité (ici U £)U
b) L'extremum est un maximum (de satisfactionjgsilérivée seconde est négatigendition du
second ordre.
La dérivée seconde s’écrit : d2U/dx? = K"+ 2U”y, (-px/py) + U”yy (-px/py)? < 0. Cette égalité
contient des dérivées partielles croisées, docdlieul est explicité dans la démonstration suivante
(ci-dessous).
Ce résultat est effectivement en général négatit dapproche ordinale. Il I'est toujours dans
I'approche cardinale. Lorsque il ne l'est pas, ffermum est soit un minimum, soit inexistant.
Dans ce cas, c’est que la fonction est inappropriee
Mais dans le cas ou d2U/dx? <0, le terme yeut étre non nul. Dans cette hypothese, 2 cds son
possibles :
U” x> 0, alors d2U/dx? <0 si Uy et Uy, <0 (condition nécessaire et suffisante)
U” <0, alors 2U%y (-px/py) > 0

et d2U/dx? <0 si U’y + U” yy (-px/py)? > 2U"y (-pX/py) .
Nous venons ainsi d’établir que la maximisation’dglité sous contrainte est liée au probleme
de la convexité des courbes d'indifféerendépendante qu’elle est du signe de la dérivée
seconde

Démonstration de 2° et 1fe(corollaire contient la propriété)
Cette liaison doit pouvoir étre établie « danstfaisens », en nous demandant ce que signifie que
la courbe d’indifférence est convexe par rappdurégine (voir document de cours : « rappels de
mathématiques »). Mathématiquement, Cela signifie [ pente de la tangente a la courbe
d’indifférence doit étre négative, et elle doit dBtre de
moins en moins a mesure que « X » croit. Soitdphyjgue
Décroissance de la pente de la ci-dessous (du méme type que le précédent donné ci-
tangente ala courbe d'inditférence

dessus) :
Le graphique traduit la signification économique aidte
décroissance. On constate que la modification diepae
bien, de A a B puis a C, consiste pour le consorauna
substituer dans quantités de biens X aux quardéésiens
3 . . Y. Mais si les quantités diminuent, elles diminuent
0 : ; > X nécessairement de moins en mpswt (y2-y1) < (y1-y0).
La démonstration en est :
Soit U = U(xy) et y = (R-pX/py, alors les deux
conditions énoncées (y diminue, mais de moins emsh doivent s’écrire : dy/dx <0 et d2y/dx2 >0.
La condition du premier ordre a déja été déemonpémsque dy/dx <G> dy/dx = - Uy/U’y
La condition du second ordre est : d2y/dx2 >0 iefiplique que

d d
—-1r i o
& CUUy >0 (-dyid) <0

On cherche donc a vérifier le signe de la dérivéesonded?y/dx2 > 0 sachant dy/dx = - {lJ’y.

Il s’agit de dériver un rapport de fonctiong\j sachant qu’elles sont composées, c'est-a-diiton
de « x » et de «y(x) ». On sait que la dérivé®isde est du type U(v — uv'/v3. En appliquant la
formule on obtient, en mettant et conservant le énateur entre crochets
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d2y/dx? = - 1/(Uy)?2 [ (U” xx + U” xy dyldx )U’y — (U yy dy/dx + U”y,) U's]
V2 u'v - uv’

Comme dy/dx = - U/U’y en remplacant on a :
dy/dx = -1/ (Uy)2 [U" xx U'y+ U" yy (U')AU’y) — 2 Uy U]
En multipliant et en divisant par }J'on obtient :
d2y/dx2 = -1/ (U})° [ U” o (U'y)2 =2 U5y U Uy + U7y ((U'5)?] =>d?y/dx2 < O si [....... ]<0
Sachant que WU’y - px/py on peut remplacer W= (px/py U’'y. On est alors a un maximum de
satisfaction si I'expression entre crochets [...... () et dans ce cala courbe d’indifférence est
convexe d2y/dx2 étant positif.
Conclusion
L’équation du TMS est: TMx = - (dy/dx) = U}/U’y, et la condition de décroissance du TMS est :
d/dx (-dy/dx) <0, _on retrouve alors le résultat ldedémonstration précédent€e qui permet de
conclure a la similitude des démonstration, lalfédu schéma ci-dessous signifiamhéme chose
gue » et ceci sans restriction sur le signe des désipéetielles croisées.

La maximisation sous contrainte
‘ La condition du second ordre : la propriété et son corollaire

S >
Condition de maximisation du
second ordre

Convexité des courbes
d'indifférence

Décroissance du THMS ‘

Lo e e e e S ——— = ———
11333) Application de la démonstration & I'exemgkela fonction d’utilitéU=U(x,y) = Xy’

Le But: démontrer que la convexité de la courlbrdidférence pente négativedst équivalente ka
décroissance du TM%
Soit la fonctionU=U(x,y) = Xy’ aveca etp > 0

1) Equation de la courbe d'indifférente=U"(x,y) sous la formg=f(U" x)

On utilise les propriétés de la fonction puissasod,: X" = 1/X'et X =a< x=a"
U =U"(x,y) = y* = U*/x* soit si(U*/x%) = a, alors §=ae y = a®

=y = (U*x%)P = U*'P | x’* en appliquant la propriété™x= 1/X' D y = U*P x x P

2) La dérivée de la courbe d'indifférenady(dx) sachantgX")’ = nax™*

dy/dx= -(a/p) U*'P x P (on a en effet : ¥ or en dérivant I'exposant devient — 1) = - (/p —

B/B) = -(a+P)/P

La pente de la courbe d’indifférence est donc negaCe qui permet de conclure a la convexité de la
courbe d'indifférence, puisque la courbe est désanite et

y - 0_quand_x - +o

y - +o_quand_x - 0

La courbe est donc asymptotique au axes prenawmaléur U* quand x = 1 puisqu'elle a pour
équation y = U*? / x*P, Soit :

Convexité de la courbe
d'indifférenc: é
TMSCy /)

e et décroissance du

3) Le TMXyx
Il est égal au rapport des utilités marginalg3elles-ci sont déterminées a
partir de
U=U(x,y) =X
. x a-1,,8
Soit: TMSy = TMS,, =22/ o Y-
oul/oy pBy " x

expression par les exposants, laisse I'exposantiéduel fait changer de membre a la variabld,:soi

Rl

la simplification de -cette
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-1

_ay

ax
™ /X:_—l
S = T gy

Par conséquent : TM& décroit six augmente et croit si augmente. Le long de la courbe le TMS
posséde la propriété de décroissance.

[134) La maximisation sous contrainte

Le présupposé de la maximisation sous contraietet \d’'étre démontré. Il suffit en effet de suppapes

les courbes d’indifférence sont convexes par rapaadtorigine, ne se coupent pas, pour rechercher
I'existence d’'un extremum. Cette recherche sdsgalans le plan a deux dimensions (yOx. Ce plan es
celui de la carte d’indifférence et de la droite lalget (ou de la famille de droites de budgetnrsi
admet plusieurs hypothéses relatives a R, px, ebpyme ici).

1) Application des deux méthodes de maximisation (Rengrement et Lagrangien) :
L'exemple de la fonction U= U(x,y) = x.v . Le graphigue de la maximisation sous
contrainte : présentation générale

Les encadrés ci-aprés comportent les réponsesa@sxjtiestions posées sur I'exemple de la fonction
U = x.y. Nous nous intéressons ici seulement auxx dgremieres questions et a une partie du
commentaire demandé a la question 2.

Théorie du comportement du consommateur
L'exemple de la fonction d'utilité U = U(X,y) =Xx.y

Enoncé soit la fonction d'utilité U=U(x,y) = Xy, d’'un aisommateur disposant d’un revenyg=R100,
intégralement dépensé. Les ppixet py sont égaux a 5. Le revenu et les prix changennummdiqué
dans les 4 situations (de RO a R3) du tableaussaies.

Question 1 compléter le tableau, d’abord en appliguant Besux méthodes d’optimisatign
(remplacement et Lagrangien) pour déterminer llaptn Qo correspondant a la situation og R100.
Question 2 Compléter ensuite le tableau de la méme mapigue les situations fa Rs.

Enfin, dans le plan (yOx) représenter les 4 draitesudget, et situer chaque optimum en représentan
chaque courbe U=xy pour U=U* (satisfaction optimald’'aide de quelques coordonnées (échelle : Lcm
= 5 unités)(*).Commentez le graphique

Question 3 (relative au 8 IV323)Tracez la courbe de demande du bien x%f(¢px)), aprés avoir étudig
les conséquences de trois variations successivpaxddu bien x px= 10 puis =5, puis =2), sachant qlfje
le revenu et le prix de y sont constants : R=1Q8y=5.

U=U(x,y) = xy
R0O=100 |R1=150 |R2=200 R3=R2=200
pPx 5 5 5 2
py 5 5 5 5
contrainte budget
| Ripx=
| Ripy=
- xr= ‘ \

Optimurm

y*=

ur= | | |

(*) Les propriétés de ces courbes ont été étudiégzsaragraphe 1121.
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Réponse a la questiorn Qg par le remplacement.

La méthode du remplacement consiste a écrire latitomimplicite U=u(x, (R-xpX)/py) étant donng
I'équation de la contrainte de budget : Rpxx ypy ===>y = -Xx (px/py) + (R/py)

La contrainte estici : R = 5x + 39 y = -x(5/5) + (Rpy). Or, R=Ry = 100. D’'ou :

Yo =-Xo (5/5) + 100/5%> yp= -Xp+20

La fonction implicite s'écrit alors Y= U° (xo, -xo + 20)

Comme UdJ(x,y) = xy, alors U = xg (-xo +20) = -x2 + 20x

La fonction J admet un extremum lorsqué’ & (dU%dx) = 0. Soit ' = -2x, +20 = 0, égalité vérifiés
pour x=10. On en déduityyles quantités demandées de Y, en remplacapaix sa valeur dans
contrainte, laquelle devient ;3 xo+ 20 = (-10) + 20 = 10.

Ainsi pour un revenu R le consommateur atteint un optimum de satisfac{fie0) avec le panier d
biens (x,y) = (10,10), au pripx=5 etpy=5. Le niveau de satisfaction atteint est alots=Ugyo = 10x10
=100.

L% fonction ¥ admet un maximum lorsque”U< 0. On verifie que ¥ = -2x, +20 a bien pour dérivé
U™ =-2 <0.

L’optimum recherché est doiz, (U°, o, Vo) = (100,10,10).

Qo par le Lagrangien. Soit le programme du consomumate

Max U= xy

Sc : R-px-ypy = 0 soit ici (100 — 5x -5y = 0)

Le Lagrangien s’écrit : Z(x,%) = U(Xx,y) +1 (R-xpxypy) & xy +A (100 — 5x -5y)

Le systéme des dérivées partielles annulées sinémitent (ou condition du premier orjig2écrit :

dZIdx =y — B\ =0 (1)

0Z/dy = x — B\ =0 (2

0Z/I3L=100-5x-5y=0 (3)

de 1) on déduit (1) : y =%5; de (2) on déduit (2’) : x 35; de (1") et (2") on conclut a l'identité x=y.
En remplacant y par x dans (3) on a: 100 — 5x =By 100 — 10x = 0 d’'ou x = 10 et donc y=10.
Lagrangien. = y/5 = 10/5 = 2. Le niveau d'utilité alors atte@st : U =xy = 10x10 = 100.

On considére la condition du second ordre. Ellesisba a écrire lanatrice HessienngH), pour vérifier
que son déterminant appdg®?| est de signepositif. On dérive pour cela chacune des dérivées
matrice jacobienne précédente par rapport a x\yled matrice (H) comporte donc des dérivées d’'o
2. Soit: $2Z/6x2) pour la premiére colonne)p2Z/6y?) seconde colonne, eb2f/5)2) en troisieme

colonne. On obtient alors :
0 1 -5
H=1 0 -5
-5 -5 o©

Le calcul du déterminaniD?| est celui d’'une matrice d’ordre 3. On I'obtient qomnceci : si par exemp

la matrice d’ordre 3 est :
a b c
H = d e f
g h i

a b C
D2 = -:gl :’E 'fT = ax (ei-fh) - bx(di-fg) + cx(dh-eg)
|

En appliguant ce développement a la matrice det@ge, on obtient :
[D?| = 0 x [(-25)] -1 x[ 0 — 25] + (-5) [-5-0 = 2625 = 50. On constate que le déterminant défini
|D?| > 0. L’extremum est donc bien umaximum.

D

a

D

le la
rdre
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Réponse a la questiorn Zonséquence des changements de revenu :R1=15R2x290 et R3=R2 maisp 2).

Les conséquences des modifications du revenu acprigtants (R1 puis R2) ou variable (R3=R2 mais

px= 2) ne sont envisageables qu’en déterminant lagaaux optimal, Q2 etQ3. Comparativement
sera possible d’expliquer I'effetbservé.

Par conséquent le calcul précédent de la maxiraisatus contrainte est a répéter trois fois, poer
contrainte R=150, puis R2=200 et R3 = R2 majs32.

Compte tenu de la méthode du remplacement, il essiple de ne repartir que de la dérivdamnt
I'expression générale est U’ = -2x +R/5. En rematdgR par ses valeurs successives on obtient les
nouveaux optima.

Si Ri=150 alors U* = -2x1 +150/5 = -2x1 +30 ; et U= 0 est vérifié pour x= 15. La contrainteyétant
yi= - X3 +30, en remplacgant il vient;y -15+30= 15. Le niveau de satisfaction alors attest : y=
15x15= 225. L'optimum du consommateur est donc $bypothése R: Q; (U, x1, y1) = (225,15,15).
Le graphique permet de constater 4eest un point de tangence entre la nouvelle corieae budge

et la courbe d'indifférence 'UPar les mémes calculs, on obtient pour R=200 les résultats suivants|:

Q, (U? %o, Vo) = (400,20,20). Graphiquement le constat est ideat
Il en est de méme pour la situatiop RR, = 200, en remarquant toutefois queapdiminué de 5 a 2 (C
qui modifie la pente (sfpy) de la droite de budgetR
L’optimisation a alors pour résulté; (U*, xs, y5) = (1000,50,20). Le constat graphique reste le ené
une nuance prés, celle de la rotation de la dadstdudget autour de R/jau lieu d'un déplacemel
parallele comme dans les situations précédentes.

Le graphigue de la maximisation sous contrainte alars la forme suivante

Les hypothéses de prix (px et py) et de revenudR3) ont permis de calculer les valeurs ci-dessbu
de situer 'optimum (symbolisé ici par E au lieu@pau point de tangence de chaque droite de budlg
de la courbe d’indifférence correspondante.
Pour une représentation graphique précise de oeti@misation sous contrainte, il est nécessairg
représenter la courbe d'indifférence. @n sait que U = xy, on en déduit I'équation deteceourbe : y 3
U'/x ; et par exemple si'8100, alors I'équation de la courbe d'indifféremse : y= 100/x.

On omettra ci-dessous de rappeler cette précision pindiquer que le niveau U* en lIégende dan
but de simplifier la représentation.

Y A U=sU(XY) = xy

60 R0O=100 |[R1=150 |R2=200 R3=R2=200
pX 5 5 5 2
Py 5 5 5 5
contrainte budget |y = -x+20 |y = x+30 |[y=-x+40 | y=25x+40
Ripx = 20 30 40 100
Rlpy= 20 30 40 40

By 10 10 100
15 15 225 ]
20 20 100 E2Z
50 20 1000 E'3

Les 2 hypothéses : 1) RO, R1, R2

2) R2,R3
se traduisent : 1) par un déplacement parallélle des
droites de budget 2) par une rotation de la droite de
budget
faisant apparaitre : 1) une courbe (ici droite) qui joint
E*0,E*1,E2 2) une courbe qui joint E'2 et E*3,
d'ordonnée (Ripy = 40).

RU*=1000
*= 400~
S
U* =225 x‘«-\‘\
*=100 ~
0 20 30 R/px 407 5 " 100 7

Commentaire de conclusiaalatifs au § 1134):

de

m
nt

5

ete

> de

S le
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Les hypothéses successives de I'exercice se teadudsnc :

-par des mouvements appropriés des droites de budgplacements paralléles (hypotheses 2
3) et rotation (hypothése 4),

-par des modifications de la combinaison optiméakgoac du niveau de satisfaction U= U*
Ce sont ces modifications gu'il s'agira dans latsudu cours d’'interpréter dans le cadre d’'une «ite
de la demande ».

Commentaire de conclusiaalatifs au 8 IV23):
L’interprétation du graphique porte plus précisénsem la droite (jusqu’a E2) qui joint les optini) (

Le cours a montré qu’une telle représentation ygstiie d’'uneffet revenuet donc que la courbe qui

joint les optima edia courbe de revenu consommation ou pseudo coubedl. On remarque la pent
identique des trois droites de budget (raisonné@nix constant).

Au-dela on peut ajouter que le graphique montrelgaemande des deux biekset Y, croit en raisof
directe du revenu (R). Autrement djt€f g, croissent avec R. Cette relation, appliquée pamgie a g
peut étre représentée dans un graphique spécifiguegyrojection des points du graphique des opt
On lit dans celui-ci les coordonnées suivantes :

g«= 10 15 20

R = 100 150 200

D’ou la représentation de la quantité demandéaetuX en fonction de R.

ax=f (R)
Droite d’Engel o
Du bien X :
gx = f(R) 15
10
o -

100 150 200 R

Réponse a la question(@®lative au 8§ 1V3) Conséquences des variations du prsosur la demande d
X, R et py étant constants.

On détermine g= f(px) lorsque R =100 eby=5, donnés. Trois variations successivespgesont
proposéespx = 10 puis 5, puis 2. La fonction d'utilité du consmateur est toujours : U=xy.

Comme précédemment on ne peut faire de commentamas avoir calculé les équilibres
consommateur. Il faut donc a nouveau déterminer lpaméthode du remplacemef0,Q1,Q2,
correspondants aux situationgppxi,px;, respectivement égaux a 10,5,2.

Sipx=10

La contrainte estgy= -Xo (10/5) + 100/5 = -2x+20

Par remplacement on est conduit a vérifier la doordidu premier ordre en annulant la dérivée

U’o = -xot5. Cette condition est réalisée pour x=5 et dorc0 et Y= 50. La combinaison (5,10) ¢
donc un extremum de satisfaction. La dérivée seedqhd’ = -1) étant négative, I'extremum est (
maximum.

L’optimum s'écrit :Qo (U°, o, Vo) = (50,5,10).

Sipx = 5, les résultats sontQ(U* x1,y1) = (100,10,10).

Sipx = 2, les résultats sontQ(U? x,, ¥») = (250,25,10).

L'interprétation du graphigue supérieur porte pgénient sur la droite qui joint les optima

et

e

N

ma.

un

(cf graphique ci-dessous)
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Question 3

R /py0 U= U{x‘y} = Xy
R=100;py=5

px = 10 puis 5 puis 2

20

10

0
o0 )-x
Px R /px2
10
Déduction de d{x) = f(px) par projection
s _demande de X en fonction de son prix
-1,
px = f “(gx)
2
0 >
5 10 25 9%

Le cours a montré qu’une telle représentationygstiie d’'uneffet prix global et donc que la courbe qui
joint les optima esla courbe de prix consommatio(CPC) ou courbe d'effet prix On remarque la
pente différente des trois droites de budget (reisment a priyx variable) et la rotation de ces droites
autour du point d’ordonnée (Rt ces deuxgrandeurs étant fixes). Ce graphe montre que le
consommateur accroit la quantité demandée du biehor&que son prix diminue, en maintenant

constantes et égales a 10 les quantités y. Ceegieint a constater, a propos du bien X, que sa gea
vérifie la loi de la demande J(groit lorsquepx décroit et inversement). On doit pouvoir le vérifen
représentant graphiquement la courbe de demandprggaction des points du graphique supérieur vers
le graphe de,g f(px) (en inversant toutefois les axes).

lIl) Les courbes de demande du consommateur

1111) Définition de la fonction de demande _

La fonction de demande du consommatelis gour le bien & » s’écrit :qg (X) = f( px,py.R,...)
qq (X) est identique &°(x) oug(X) ou encoredy. On utilise I'écriture la plus simple, une fois'ejle
est comprise. Les variables désignent respectivemen
x = la quantité du bien X demandée par le consomumat
R = le revenu du consommateur
px = prix du bien x
py = prix du bien y.

Il s’agit donc d’'une fonction a plusieurs variablen la lit ainsi la quantité demandée du bien X par le
consommateur est fonction du prix de ce bien (pxgis également du prix des autres biens (ici : py)
du revenu du consommateutorsque py et R sont fixés, alors la fonction dendnde est une fonction a
une seule variable, le prix de X soi(x) = f(px). On trouve la définition suivante dans Handerson et
Quandt : « la courbe de demande du consommateur goien indique la quantité qu’il achétera en
fonction du prix de ce bien ».
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On comprend d’autant mieux ce qu’est la demandeodsommateur, lorsqu’on saisit qu’elle est obtenue
en supposant de la part du consommateurcomportement continu d’optimisatianAutrement dit
lorsqu’on la génere a partir de la fonction d'utilité.

Car la courbe représentative @) = f(px) ci-dessoustrés connue, est une construction dont I'amont est

I'optimisation de I'utilité Il importe donc de savoir la générer.

px
La courbe de demande ~

/\ classique

1112) De la fonction d’utilité a la fonction de demde

[1121) La méthode

Delaunay et Gadrey adoptent cette démarche. llwedtr « La méthode suivie consiste bien a
construire un comportement théorique de demandepadir du comportement “essentiel du
consommateur, pour le confronter aux faits” »

Explicitons ceci en nous référant a I'exposé duagaphe |. La citation signifie d’'une part que la
construction de la courbe de demande résulte adwiamisation de I'utilité sous contrainte. D’aupart,
gue la sensibilité de cette courbe “aux faitst'est-a-dire aux variations des autres variablespgu
dépend de la fonction elle-méme.

On peut schématiquement représenter la méthoderdaniere suivante :

La maximisation de I'utilité sous contrainte
suppose un comportement continu d’optimisation
décrit par le schéma ... :

U=Ukxy) —=> Max U =U(x,y) 3| E (x*y*U%
A sc: R -(xpx)-(ypy)=0 .
sensibilité aux variations
La fonction de demande — de px,py,R

wetpd

..de ce comportement est issue la fonction de demande.

[1122) Représentation vectorielle de la fonctademdemande
Soit la fonction de demande du bien Xy g f(px, R) oupx = prix du bien X, et R= revenu du
consommateur
Hypothese ou postulat fondamental :

ﬁqx ﬁ.qx
=0 et ———=
dpx IR 0

La quantité demandée du bien X varie en raison irse de son
prix (px), et en raison directe du revenlR). La premiére proposition est souvent appekémi de la
demande ».La seconde définit les biens normaux.

On pourra vérifier ci-aprés la validité de cettepbihese, en montrant notamment que la situation
opposée existe et posséde un sens.

Si nous considérons et R comme des variables indépendantes nous psugprésenter

o« = f(px, R) dans un espace a trois dimensions : |la vanate la quantité demandée étant fonction a la
fois du Revenu et du prix du bien.
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représentation vectorielle de la
fonction de demande

’."’_a—ﬂ——-—-\_&‘
qx !“._ !\ )
| : surface de demande
I \ : \ qx = HpxR)
! * i e
1 ;
. N//
| £ i
| \\\ ,— o “_\\
. X '\/_f,RB
I s 5 Y
| R e
0 | N B
- LR AN
e -~ \ v "_P_'k‘_i
pl " ‘\,/

-

PX —

Dans lI'espace a trois dimensions la fonction deatata est représentée par sneface de demande
Cette surface est conforme a I'hypothese fondarteent@a demande de X (gx) croit avec le revenu
(partie haute de la surface) et décroit lorsquarile augmente (partie basse de la surface). Tosteio
raisonne le plus souvent aM@alonné (soit R = k une constanje

On démontre alors que la fonction gx =f(px, k) est de la forme hyperbolique : gx =kgx (voir plus
loin). Sa représentation, la plus courante (lisidens I'espace a trois dimensions ci-dessus si par
exemple R =rl) est donc schématiquement cella dedrbe « classique » :

[\
qx

qx = k/px avec
K un revenu
constant

Px

Ces représentations ne démontrent cependant pda damande doive étre construite a partir degseffe
sur I'optimum du consommateur, dus aux changendants le revenu et les prix. Ce sont ces effets qu'i
faut donc exposer.

IV) L’analyse des effets ou variations de R et py

IV1) Définitions
a) On appelle« effet revenu ple déplacement subi par I'optimum consécutivemerd une variation
du revenu du consommateur pouipx fixé (etpy donné).
On étudie alors,g~ f(px, R) poumpx fixé et tel quepx=p1l

b) On appelle« effet prix » le méme déplacement, mais consécutif cette foisiae variation du prix

pX, pour un revenu R constant et py fixé.

On étudie alors,oF f(px, R) pour R fixé et tel que R = R1.

Une démonstration importante permetd#inir I'effet prix comme la somme de deux effetd’effet

de substitutioret I'effet de revenu(soit EP = ES + ER) Cette démonstration est appelée équation de Y.
Slutzsky —Hicks. On la démontrera en suivant lascdg/pothéses (celle de Slutzsky et celle de Hicks)

c). dans I'espace vectoriel présenté plus hauiR(gpx) il est possible d'illustrer (de facon apgrative)
les images des fonctions pour lesquegbhespl, ainsi que celles pour lesquelles R=R1.
La premiergpx=p1) est donné par l'intersection de la surface de deim&st des plans perpendiculaires

a (p&), soit :
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La surface de demande
dans un espace a 3
dimensions lorsque le
prix px = p1 donné, et R
variable.

La secondéR=R1) est donnée par I'intersection de la surface deathelm et des plans perpendiculaires a
(R). Il suffit de faire varier R1 a la hausse par eglenpour empiéter sur la surface défirseit :

La surface de demande dans un espace a 3 dimensions lorsque le
revenu R =r1 donné, et px variable. Elle prend cette forme dans
I'ensemble du plan (qx,0,R,px). On peut lire que le consommateur
ne peut accroitre sa demande qx = f{px) au-dela de certaines
quantités et de certains prix.
Dans le plan a deux dimensions cela revient a limiter la croissance
(le déplacement vers le haut et la droite) de la courbe de demande,
soit :

px

qx

La hausse du revenu du consommateur n'est pas
suffisante pour lui permetire d'atteindre la partie grisée
de sa fonction de demande

Par exemple elle ne lui permet pas au prix (px1)
d'acheter les quantités (q4)

px1

px =

[o]
af gz q3 a1

d) Le tableau des effets Un résumé concis des trois effets peut étreéséalous la forme du
tableau suivant que nous nommons « tableau dets effél est utile en cas d’hésitation sur I'une ou
lautre partie des définitions données ci-dessessfimbole « E » a remplacéx» pour désigner
'optimum). Il est étudié en cours sous forme depdsitivegpowerpoint

On étudie ensuite dans les paragraphes V2, IM¥4tchacun des effets séparément, a l'aide
d’applications. Les graphiques utilisés sont hypbtjues et dépendent chaque fois de I'énoncé de
I'exercice (type de fonction d'utilité, contrainfaix des biens etc...).
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: substitution, revenu, et prix

LE TABLEAU DES EFFETS : SUBSTITUTION, REVENU, ET PRIX

NOM
ET DEFINITION
DE L'EFFET

SUBSTITUTION

TABLEAU DES EFFETS

LE PASSAGE DE E1 4 E2 s'effectue sur la méme
Qu: e fieu des combinaisons assurant le méme

niveau de satisfaction (puisqu'il s agit d'une
substitution d'un biew & wn autre) est LA COURBE

REVENU

Déplacement paralléle des droites de budget vers le
haut (s1 R augmente), tangentes aux courbes
d"indifférences successives en E2, E3 .y we (5i 00
suppose n variations du revenu). En reliant ces points
on obtient une droite qui décrit I*effet de revenu. On
peut alors adopter la définition suivante : Le lieu des
points de tangence entre fa famille des droites
Dbudgéiaires de méme pente et e systéme des conrbes
d'indifférence est LA COURBE D'ENGEL, ou
COURBE DE REVENU CONSOMMATION, ou

REPRESENTATION
GRAPHIQUE

ITMtituﬁnnd:c x My

E2

El

courbe

d'Engel

langemen T ; -
e[ VARIABLES
Bl E3
qEﬁ STABLES|  MODIFIEES
, moditication o
El T . courbe d'indifférence.
. L du prix
a relatif
E2 R it o
- D'INDIFFERENCE FIXEE,
pxetpy| o

E3

a &

[ ®

E2 I .
i S . COURBE DE NIVEAU DE VIE.

pxou py| PXOUpy PRIX
E3 R " | modification
du prix
) relatif
a

F v

Les droites de budgel pivatent autour d'un point
d’ordonnée (R/py) si py est constant, A mesure des
variations du prix de X, plusieurs courbes deviennent
tangentes aux courbes d”indifTérence successives (vers
le haut si px diminue). On peut alors adopter la
définition suivante : Le liew des points de tangence
enire la fumille de droites budgétaires passant par le
méme point A (0, Ripy) et le systéme des conrbes
d'indifférence est LA COURBE DE FRIX
CONSOMMATION on COURBE D'EFFET PRIX.
Par définition ["effet prix est la SOMME DES DEUX
EFFETS PRECEDENTS {un méme graph permet de

courbe d'effet prix

(en supposant
continue la

decroissance de px)

A chaque effet correspond bien une courbe. Toutefois ce sont les préférences et le revenu du consommateur, ainsi que
les prix de marché qui déterminent la pente de ces courbes. Elles peuvent donc changer d'allure.
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IV2) L'effet revenu (ER)
IV21) La contrainte de budget et ses déplacemendglie R varie.
On considere la contrainte de budget de la formex (px/py)+ Ripy
Si px et py sont donnés et R variable (de RO a R1)leux cas sont possibles : soit R1>R0, soit R1<RO0.
Dans les deux cas la droite de budget subit unadépienparalléle puisque sa pente est inchangée (
px/pyconstant). Ce qui est conforme a ce que nous al&asvu, et donne lieu a la représentation dans
le plan (yOx) :

\

R1py effet revenu
AR=0 T

RO/py

Sipx etpysont donnés et| 4R<0

R variable de RO a R1 en

considérant 2 cas :
R1>R0 et R1<RO

Rlpv 4

X

RO/px

R1/px R1/px

AR<0 AR=0

IV22) Conséquences sur I'optimum et la quantité aletkées des biens X et Y
Soit un optimum initiak21, pour lequel la demande du consommateur estixayec un revenu
R = RO. On suppose que le niveau d'utilité aloteimt est U= U. Le graphique représentatif de cette
maximisation sous contrainte (R0) a déja été expos&rieurement. Il est le suivant :
i

Y

Optimum sous contrainte © Ty situation initiale
avec R=R0 \ﬂ”

0 ROT']J\(
On introduit les variations de R pour en examiner les effets sur la demande dess.biees cas
envisageables étant nombreux, supposons gue les Xiet Y sont «ormaux »(leur demande vérifie le
postulat fondamental) et que le nouveau revenu R0.>
Suivant l'effet revenu (ci-dessus) le déplacemeataliele vers le haut a pour conséquence une
croissance de la demande des deux biens. L'optisarmatteint par conséquent au point de tangence d
la droite de budget (R1) et d’'une courbe d’indiféce () supérieure a U Le nouvel optimun2 de
coordonnées (x2, y2) traduit donc une satisfactiopérieure €21 de coordonnées (x1,yl). Ce que

montre la représentation ci-dessous :
\

vy
Hausse du revenu R1/py

Hausse du revenu R1=R0
et satistaction acerue

R1 > RO et
déplacement de ROpy Y
I'optimum de Q1 4Q2 y2
V1
U2
e a4 2 RO R1/ X
PX B4 ]..-'])‘{

Dans ce graphique, il faut considérer le rappa2ty¥)/(x2-x1) comme arbitraire. On a suggereé i un
croissance quasi proportionnelle des quantitésides biens. Or, il se pouvait fort bien que 'orsetve

un rapport plus élevé, comme par exemple a unssance nettement supérieure des quantités y et une
faible croissance de x. Dans ce cas évidemmepolgitions des optima aurait changé comme ceci :
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Hausse du revenu

R1 > RO et déplacement de
'optimum de Q1 aQ2

Et hypothése d’une moindre
croissance des quantités « x »

Ty

Ce _qui_permet d’affirmer_I'importance des changemets ou_ variations de l'optimum. Ces
changements doivent étre considérés comme la tiadudes variations du revenu a prix fixes, et pour
une carte d’indifférence, ou une fonction d’utildénnée, celle du consommateur». C’est le concept
et la mesure deélasticité de la demandpar rapport au revenC{ 8§ V ci-apres) qui permet d'affiner
'analyse de I'effet revenu.

IV23) Courbe de revenu consommation et courbe BEng
IV231) La courbe de revenu consommation (CRC) pgeudo courbe d’Engel »
Dans I'’hypothese choisie (WKx,y)) quelconque, R variable (R1>R0), prix fixgs €t py constants), la
variation de R a pour conséquence l'apparitionldsigurs points de tangence ou optima. Si le revienu
consommateur était nul, il consommerait (x,y)=(0,0)
Il existe donc dans le plan (xOy)une courbe, représentative d’'une fonctiony=f(x), qui relie
I'ensemble des optima issus des variations de lardande du consommateuen fonction du revenu
On peut alors donner la définition nouvelle suiean®n_appelle courbe de revenu consommation
(CRC) ou « sentier de croissance du revenu », ou « pgewcourbe d’Engel »,le lieu géométrigue
des optima_correspondant a un_« effet revenuGi-dessus elle joint donc les points (81,Q2) La
notion d’ « effet revenu » est étudiée plus loin.
Il importe de souligner les facteurs déterminanttdeme prise par la CRC. Car en effet, la carte
d’indifférence du consommateur n’'est pas empirigereinconnaissable. Elle est, on I'a dit, un outil
théorique. Aussi lorsqu’on étudie de manigppliquée ouempirique la demande d’un bien en fonction
du revenu, est on amené a recourir a d’autresatelics. L'indicateur privilégié€, qui fera I'objetuthe
présentation spécifique dans la suite du cours;edst délasticité de la demande d’un bien par rapport
au revenyou tout simplementélasticité revenuParmi les résultats variés prix par cet indicatanrcas
ressort comme particulier, qui est celui de l'asijon de biens dits « normaux » comiheelogement,
I'habillementetc.... Pour ces biens , I'élasticité revenu est tzome et égale a 1. Ceci est la conséquence
d'une carte d’indifférence particuliere, telle que la courbe de revenu consommation eshe droite
de pente=1.
IV232) De la courbe de revenu consommation a letld’Engel

1) La courbe de revenu consommation (rappel)

L'optimisation permet la construction de la « pseudourbe d’Engel » ou Courbe de Revenu
Consommation (CRC).

Cette courbe e$t lieu géométrique des points de coordonnée (*vérifiant un EFFET DE REVENU
(lorsque R varie, le rapport des prix (px/py) rast@onstant).

La méthode de détermination de son équation estriication de I'égalité :

TMSy)x = px/py d’ou I'on extrait la relatiog=f(x)

La représentation graphique élémentaire de la @QREs le plan d’optimisation, est celle d’une courbe
(ici une droite) passant par l'origine, de pent&/R). Soit en supposant le revenu R croissartrdéae

y=f(x).
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2) Passage a la courbe d’Engel

a) La méthode algébrique

La CRC, dequatiory=f(x) comporte une relation fonctionnelle implicite enta quantité optimale
demandée de chacun des biens (x*,y*), et chaqueanide revenu (voir le graphigue ci-dessus).
On lit que : x*4 > x*3 > x*2 > x*1 car R4 > R3 > R2R1 (méme constat pour y*)

Il est donc possible d’en extraire algébriquementrdlation explicite entre la quantité optimale
demandée de chacun des biens, et le revenu, soit

x* = f(R) appelée courbe d’Engel du bien X
y* = f(R) appelée courbe d’Engel du bien Y

Sous I'hypothése (px/py) constant et R variablefetrgne nulle):

La contrainte de budget s’écrit sous la forme dgdlité du revenu et de la dépense,

soit : R =xpx + ypy (équation 1)

L’équation de la courbe de revenu consommationéadéterminée (supra), de la formpe=f(x)
(équation 2).

Le systeme formé par ces deux équations est résol, en éliminanty de la contrainte par
remplacement par son expression en X, donnée p@Rfa (équation 2). On obtiemt=f(R). A
nouveau par remplacementxfedans la CRC on deduyit=f(R).

Exemple : Soit: px=1 py=2 R variable

(1) La contrainte de budget : Rxp, + ypy= X + 2y
(2) On suppose que I'optimisation a conduit a la CRGderme :y =2(px/py)x
Doncy=2(1/2)x=x

Par remplacement de (2) dans (1) : R = x + 2x =8x* = (1/3)R

D’ou I'on déduit y*=(1/3) R

Les deux courbes d’Engel du bien X et du bien Y,dqunnent larelation entre la croissance du revenu

et celle de la quantité optimale demandée de chadasa biens (X ou Y).

b) La « méthode » géométrique
Cette méthode est utile pour constater que le tedsalgébrique comporte une translation des points
optimaux du plan d’optimisation (yOx) vers le pldachaque courbe d’Engel (ROx* ou ROy*).
Ce qui confirme la relation implicite énoncée pheut entre le revenu R et les quantités optimales
consommeées (x*,y*), données par la CRC.
Appliguée a I'exemple ci-dessus la translationa@suivante (en représentant la réciproque
R =f(x*).
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Y/
.
)
¢ =f(x)

=f(x
» Y \ CRC v
AN
3 \ ‘\\
¥l %*\

[
i
0 1 x*E\;(*Bx*dl =X
p I
7/
’
,’ droite d'Engel du
bien X
X*=FR)
cas d'un bien normal
) - X*ou y*

w1 x%D yhIyrd

3) L’intérét de la courbe d’Engel

Elle permet de situer chacun des biens damsfaenclature des biens selon leur natfugsumeée ci-
dessous sous forme de tableau :

Nature du bien Dérivée de x*ffR) Graph de la courbe (droite
NORMAL d(x*)/dR >0 Exemple : les biens
Hausse de la quantité nécessaires
consommeée moins que 0
proportionnelle a celle du
revenu.
Alors (O<exxr<1)
¢ x*
SUPERIEUR d(x*)/dR >0 Exemple : bijoux
ou DE LUXE ou de VEBLEN Hausse de la quantité .
consommee plus que
proportionnelle a celle du
revenu.
Alors (exvr>1)
0 x*
INFERIEUR d(x*)/dR <0 Exemple : certains biens
Baisse de la quantité alimentaires
consommeée avec la hausse
du revenu. Cas particulier — voir ci-
Alors (ex/r<0) dessous -
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4) Cas particulier : la courbe d’Engel des « biaférieurs ».

La considération des biens inférieurs est due &EBN: Celui-ci a mis en évidence le paradoxe de la
demande de certains biens alimentaires de mauggiakité, demande qui s’accroit lorsque le prix
(ex+px>0) et diminue lorsque le revenu s’accraegtg<0).

Ce paradoxe est appedéparadoxe de Giffen. »

La caractéristique de la courbe d’Engel est alors :
x*=f(R) et (dx*/dR) <0
La courbe (ou droite) est décroissante.

La courbe d’Engel des biens inférieurs est le tasalune translation des quantités optimales desné
par les points vérifiant un effet de revenu, depeligraphique de I'optimum, Mais la courbe de rave
consommation dont elle est issue possede une foantieuliére qui la distingue du cas normal.

4

v

=f
CRC y=#() La particularite d’un bien Giffen est donc

que :

- la droite d’Engel est décroissante,

- parce que l'effet de revenu 'emporte sur
I'effet de substitution. On lit qu’a partir d’'un
certain seuil de revenu, le bien est
progressivement délaissé a mesure que le
revenu croit.

- L’égalité de Slutsky-Hicks traduit cette
particularité (cf infra § 1IV32) ).

wtd xtl

droite d'Engel du
R bien Giffen X

x*=fR)

—

! Bt
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IV24) Applications

L'EFFET REVENU : Application 1 . Analyse de la mse a la question 2 de I'exemple en encadré
U(x,y) = x.y et commentaire de la partie concerdégraphiquedf. encadré Commentaire de
conclusion relatifs au § 1V23).

L’EFFET REVENU : Application 2

Un consommateur possede les préférences donnégs paute d'utilité :
U =U(X,y) = (+4)(Xa+X2), X1 etX2 > 0

Les prix des biens sont respectivementy: p$ et px = 2

Questions

1) Représenter graphiquement la courbe d’indifférelecaiveau d'utilitdJ=U* (cste)

2) Apres avoir écrit la contrainte de budget, déteamnites équations de demande (donc des
guantités optimales):;xf(R) et %=f(R) connaissant pxet px. Le revenu R étant inconnu il est
nécessaire d’envisager trois hypothéses relatigasrapartition entrepet x.

3) Dans un méme graphique, représenter les courbesalenu-consommation » ou d’Engel pour
les biens xet % (dans le plan xet %,0,R) dans le but de caractériser chacun d’eux (biennal
ou bien inférieur).

1) L’équation de la courbe d’'indifférence est de larfe : % = f(U*,x,).

SoitU(x,y) = (x+4)(X1+X2) — (XatX2) = U (x1+4) - xo = U*/(x1+4) -1

La courbe représentative de cette fonction estoiksante : la dérivée premiere est négative, soit
(dxo/dxy < 0). La dérivée dxdx; = - U*/(x, + 4)2 - 1. Elle est aussi convexe par rapporbadine :
d2x/ dx,2 > 0 et égale & : - [ U*/px+ 4) - 1.

Ce qui se traduit par sa forme asymptotique. L'gstpte verticale estox= -4, ce qui permet de
limiter la courbe a »x= U*/4 pour %x=0. L’'asymptote horizontale (plutt oblique) condaiiretenir x

=-2++/4+U pour % = 0. Puisque on ne considere évidemment que tee gansitive du plan (¢ x1).

2) Soit a déterminerxf(R) et %=f(R) connaissant px 3 et px = 2.
Le revenu R étant inconnu (donc variable), on daiisager les trois hypothéses de la théorie du
comportement du consommateur :
Hypl : il affecte tout son revenu a la consomnmatia bien x
Hyp 2 : il affecte tout son revenu a la consomnmatia bien x
Hyp 3 : il réalise une dépense « optimale » en@mmsant un panier de bieng{et x;*)
Dans les trois cas, on raisonne a l'aide de :
La contrainte de budget : Rxpc +y p, =3x1 + 2%
L’équation de la courbe d'indifférence x U*/(x1 + 4) — 1(U* variable)

Hypothese 1 (Graphique 1) : on démontre que I'optirest « de coin », au point A, d’ordonnée=x
R/4.

La dépense totale du consommateur s’écrit en BffetR/px + R/px = R/px si x = 0. Intuitivement
'optimum ne peut étre que A{xx2) = A(0, R/px).

Pour représenter cette contrainte il faut néanmoepsésenter I'abscisse a l'origine, point B, danné
par : R/px = R/3.

La démonstration proprement dite requiert le catwlTMSx1 et I'applicationde I'égalité vérifiée a
loptimum : TMSgx1 = pX/pXe. Le TMSoix est le rapport des utilités marginales partantUde
(X1+2) (X1 +X2)
Soit : TMSojx1 = U /axl :E

ou/ox, 2

Les dérivées partielles sont celle de (kz4)(Xa+X2) = X12 +XaXo + 4xg 4% =2 + X + 4
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U /0% _ 2% +X%,+4

ouU /0x, X +4

dénominateur x= 0. Soit au total (R/2) + 4/ 4 = R/2.

Ce qui vérifie bien que I'optimum est « de coiraw,point A, d’ordonnéexe= R/4.

Quel doit étre le montant du revenu permettantsasemmateur de faire cette dépense ?

On remarque que a I'optimum de coin I'égalité ast inégalité, soit TMg/x1 < pX/pXe.

Les deux termes représentent chacun une pente :

Celle de la courbe d’indifférence x U*/(x; + 4) — 1qui s’écrit indifféremment

oU /9x,

ouU /0x,

Et celle de la droite de budget : - {fpx2).

Le graphique permet de constater que la premigiiafésieure a la seconde. On a donc
R

oU /0%, _ 2><1+x2+4=§+4

oU /0x, X +4 4

. Compte tenu de I'hypothese 1, au numérateun=@xt % = R/2, et au

= dxo/dxg

<g etdonc R < 4.

Hypothese 2 (Graphique 1) : Il suffit de considéarouveau I’égalitéaU f9%, S 2 tXta
ou /0x, X, +4

pour lui

appliguer I'hypothése 2, suivant laquelle R/px0 et donc x= 0.
La dépense enmx R/px = R/3 qui définit 'optimum de « coin »
B (X1, X2) = B (R/px%,0) =B (R/3, 0).
Et le montant du revenu nécessaire est :
2R
- +4
3

B+4
3

>§ puisque cette fois les pentes sont dans cet eetidanc R > 12.

Hypothese 3, celle du panier optimad*(xx2*) revient a la maximisation de l'utilité sous caainte (R).
La méthode est la suivante :

- Du TMS on déduit x= f(x,)

- Par remplacement de; yar sa valeur dans la contrainte R, il est possild déterminer les

guantités optimales; %= f(R) et donc ensuite;x = f(R).

Le résultat est cette fois wptimum normalnoté C (x*, xo*) = C ((R/2) — 2 ; 3 — (R/4)), qui Vvérifie la
tangence entre la droite de budget et la courlmglidférence (Graphique 2).
La droite de budget a pour ordonnée A et pour abscB. En chacun de ces points on observe les
relations opposées aux précedentes :
-en A que le TMgyx1 > 3/2, et par conséquentR4
-en B que le TMga < 3/2, et par consequentR12
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2 X2
A I Graphique 1 Graphique 2
N\ Hypothéses 1 et 2 A .
Hyvp1 cE Hypothése 3
optimum
| \ R/ 3ix2»0etx1=0
|
| \
i AN droite de budget c
\
N
Us/am
| N
| N
| forme de la h Hyp 2
cousbel ~ : optimum
‘ %:Eglﬁereme \_ ® si x1>0 et x2=0
I-q o - - .
| ~ o+ faru - W8 5 -
.
-
| ~ ~
~ -
| ~ -

Les résultats issus de ces hypotheses permetterpoisenter leg courbes de revenu consommation »
(CRC) pour chacun des biens.

x1,X2

point a partir dugquel le
consommateur subsitut
progressivernent x1 dxz (bien
inférieur)

bien inférieur

4 12
Le graphique représente les consommation optinxafest x,* dans I'ordre du revenu croissant de 0 a >
12

x1=0 x2 =R/2 siR <4
x1=R/2-2 |x2=3-R/4 si4 <R<12
x1=R/3 x2=0 siR>12

Il ressort que le bienyest unbien inférieur. Sa consommation décroit a partir de N, alorslguevenu
augmente (cet effet est appeléffet giffen »et le bien unc bien giffen » Pour R =12, le consommateur
ne consomme plus de.x

Au point N, des quantités de l'autre bien songpessivement substituées a kes quantités du bien x
croissent avec le revenu. Le bienest donc uien normal
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IV3) L'effet prix ou effet de la variation du prix d’'un bien sur la demda de ce bien

IV31) De la fonction d'utilité a la fonction de demmde

[V311) génération de la demande du bien X en fondtiepx (ou gx=f(px)) a partir d’'une
fonction d'utilité _exemplifiée H(x,y) =xy : réponse a la question 3 de I'exemple en encadré
U(x,y) = x.y suivi du commentaire du graphiqué €in de I'encadré Réponse a la question

3 (relative au 8§ IV3)

IV312) Généralisation : génération de la fometile demande & f(jpx)
Examinons la forme de la fonction de demande cpomdant a une fonction d'utilité U = xy. On admet
gue cette fonction réunit les conditions de maxatiis sous contrainte (extremum et maximum).
On peut alors définir,g f(px), la fonction de demande de X, par la méthaideasite :
1°) Détermination des quantités consommeées optimalkes au recherche de I'optimum. Soit donc le
programme du consommateur :
Max U= xy
sc : R-pxypy =0
Le Lagrangiens s'écrit: V(x}) = xy +A (R-xpx-ypy)
Le systeme des dérivées partielles annulées sinémitant est

oVIdx=y—-Apx = 0 (1)
oVIdy =x—-Apy = O (2)
dV/dL = R-xpx-ypy =0 3)

De (3) on tire (3)", soik = (R-ypy)/px. On obtient bien une équation de la quantité «demandée en
fonction du prixpx, mais elle est aussi fonction de ypgt puisque R, est le revenu constant.

2°) On doit donc rechercher une expression de la déenaqui ne soit fonction que de R donné (ou
constant) epx, variable, dans le but d’obtenir la fonctiope(px).

On utilise pour cela les équations (1) et (2) pwprimer y et py en fonction de x et pbe

De (1) on tire (1), soit y &py

De (2) on tire (2'), soit py = x/A

En remplacant dans (3)’, on obtient I'équation difigble :

X (ou ) = [R = px x x/M)])/px= (RpX) — X, soit 2x = Rix < X (ou q) = R/2x c'est-a-dire la demande
de X en fonction de son prpx, R le revenu étant constant ou donné.

On remarque, ainsi que nous l'avons déja mentiogmeé la fonction de demande est de forme
hyperbolique (y = k/x, voir supra), et que sa repréation est celle classique d’une courbe convexe
rapport a l'origine.

Nous concluons par le constat suivant lequel latfon d’utilité U= xy permet facilement de détermin
'équation de la demande d’un bien par rapportra@ix. Aussi est-elle fréequemment utilisée, tont e
demeurant un cas particulier.

Nous continuerons a la prendre en exemple powdunirela courbe d’effet priet donc I’ «effet prix_»,
objet de ce paragraphe.

IV313) Applications de la méthode a d’autres faores d'utilité

a) La fonctionU=U (X1 ,x2) =X3 (X2-1) ; x3=>0et»%>1
Enoncé de I'exercice
Soit la fonction d'utilité du consommateli=U (X; ,X2) = X1 (X2-1) ; X1 = 0 et % > 1, les quantités
achetées. Les prix des deux bienseXX; sont respectivement et p. Le revenu du consommateur est
R, et supposé supérieur a p
Question déterminer les fonctions de demande des bigret X, soit :
X1 =f(p1, P2, R) ete = (p1, 2, R)
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Correction :

1) Recherche des quantités optimadest %. Il s’agit donc de maximiser U sous contrainte@leenu, en
appliguant soit la méthode du remplacement, stié¢ de multiplicateur de Lagrange.
Soit le programme du consommateur :
Max U=U(x;,X2) =X1 (X-1) et x>0etx>1
Sc: R-Xpi-Xop2=0 (R>p)
Le Lagrangien s’écrit : L =Xz — 1) +M(R-X1p1-X2p2)
La matrice des dérivées partielles premieres ess$ al

oL
1) &:(Xz - -1p,

oL
2) —=x-A1
) ox, X = AP,
oL
3) a= R=XP = %P,
1) permet d’écrire X = (x — 1) /R et 2) donne. = x; /p,. En égalisant 1) et 2) :
XoP2 — 2 = XaP1 P XoP2 = XiP1 + 2

2) Remplacement dans la contrainte R * Xop2
XoPz = %P1 + pen remplacanR= xp;+ (apr + P2) =2 %P1 + P
douR=2xp; +petdoncx=f(p, m R)=(R—p)/2p

3) Par déduction on détermirge= f (p1, P2, R)
On sait qu’a I'optimum (voir 1 ci-dessus)pgx = xp1 + [ et R= %p1 + Xop2
Pour déterminerx’égalité a I'optimum doit s’écrire 1 = Xop2 - .
En remplacant (:) dans R (R= 1+ x2p), la contrainte devient :
R = %P2 - 2 + %P2 = 2 %P2 - P2 et donc
Xe=f(p P2, R)=(R+p)/2p

représentation graphique de la fonction de demande :
x1=f(p1,R=10,p2=3) exemple du bien X1

uR=10etunprixp2=3
u bien X1, pour les prix p1
50us, prendra les valeurs d'ordonnées

5
08 G
7
=05 8
g 3
" 10
L4 1
s03 14
\ 15
16
02 ~—— 1
18
0.1 19
20
2t

i

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 18 20 21 | (unméme exemple peut étre appliqué au bien X2)
prix pi

b) Autre fonctions d'utilités
En appliquant la méthode du paragraphe précédentfanctions d’utilité données ci-dessous, on
détermine legonctions de demande des biendedles que x =f (R,p).
Fonction 1 U; (X3,X2) = Log % + 2Log %
Fonction 2 Uz (X1,X2) = X1.X22
Fonction 3 U3 (X3,X2,X3) = Log % + 3log % + 2Log %
Fonction 4 Ua (X1,%0) = %12 . %12
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-
Fonctions de demande :
RESULTATS (application § IV313)
FONCTIONS U1 uz U3 U4
X1= Ri3p1 Ri3p1 Ri6p1 (p2ip1) (Rip1+p2)
X2 = 2RI3p2 2RI3p2 RiZp2 (p1ip2) (Rip1+p2)
X X3 = Ri3p3

IV32) Analyse de l'effet prix (EP):
dans le cas de deux biens

La formule d8lutzky-Hicks oula décomposition de I'effet prix

IV321) I'effet prix ou la somme de l'effet reventide I'effet de substitution

C’est I'analyse de l'effet prix qui nous conduitla formulation, déja vue plus haut, delta de la

demandesuivant laquelle les quantités demandées vagienaison inverse du prix. Ou si I'on préféere

si g« = f(px) alors dg/dx < O, savoir : si px croit alors décroit, et inversement.

Dés la fin du XIX™ siécle, les théoriciens néo-classiques ont cangtat des tests empiriques que ce

résultat n’est pas toujours vrai. Leur explicatiéaide dans la définition deeffet prix Cet effet doit étre

considéré comme le résultat de dexs effetsappelésEffet de substitution (ES) et effet de revenu
(ER).

D’ou 'éqalite EP = ES * ER.

On démontre que c'est la composante (ER) qui estalsse des
anomalies constatées dans I'effet prix global (B). E

C'est au début du X¥™ siécle gue Slutzky propose dans son article (&Stdbria del bilancio del
consummatore”, 191%iornale degli Economist) une formule algébrique ou I'effet prix est déqmsé
en ES et ER. Cette formule s’écrit pour deux biérd Y (mais est généralisablendiens) :

aTx“

)U =constante — X( aR )PI’IX =constante

EP = ES +

(ER)

Comme on peut le lire, la formule « interroge sdiame de la courbe d’effet prix (ou de demande de x
puisque le signe de l'effet prix globaix{épx) est a priori indéterminé.
On sait qu’en regle général@X/dpx)u=cstd <O.

Mais il existe deux cas, respectivement celes biens inférieurs et celui desbiens supérieursqui
peuvent déroger a cette regle (voir applicatiorg dd24 ci-dessus).

- si X est un bieninférieur ou de« Giffen », le signe de I'EP dépend de lI'importance du
bien X dans le budget du consommateur (donc de sanefficient budgétaire). Dans ce
cas, on observe que :

ox/0R <0 et - X §x/dR)prix=constante>0 <& EP >0

- si X est un biensupérieur,alors :
SX/SR > 0 et = X6X/6R)prix:constante<o ¢> EP < O




Il existe différentes manieres de présentatdaomposition de I'effgirix en effet de substitutiont effet
de revenu
- IV322) Une maniére synthétique et littérale, acleepar un graphique type faisant apparddre
courbe de prix consommation (CR@)la maniére de JC Delaunay et J. Gadrey (IV322323)
- 1V323) Une maniére « appliquée » mettant en éviddas deux hypotheses conduisant a I'effet
prix : celle de Slutzky et celle de Hicks (IV324).
- IV324) Enfin (mais cela n’épuise pas les présenatipossibles) une maniere « réflexive » par la
résolution d’énoncés d’exercices.

IV322) I'effet substitution (ES)

Remarque A I'origine de la relation de Slutzky on trouvedgstéme d’équations résultant de la cdlte
d'indifférenceU=U(x,y) et de la contrainte de buddet= xp. + ypy. Ce systeme s’écrit : €
U’ X pr =0

Uy-ipy=0

R =Xp+ypy

Sa résolution conduit par différenciation, au chttaila dérivée partielle premiégex—, telle que St
pX

jet

ox 0x ox e
= () + X( = )prixe
apx (apX)U =constante ( oR )PI’IX constante
£
Effet normal ¥ baisse de px.
d’une 1 =dyoite de budget de pente px/py0
modification 2=droite de budget de pente pxLipy0
de la pente de la

droite de budget
(px1/pYyo) <

(pxo/pyo) :
la variation de

Putilité

x0 R/px0 Ripxl

Mais pour les besoins de I'analyse deffet de substitutigmous devons imaginer gdans un premier
temps,le consommateuréalloue son budget a prixp,py) €n_conservant le méme niveau de
satisfaction (Up dans la figure). Dans ce cas, wroptimum imaginaire >serait atteint au point de
tangence de la nouvelle droite de budget de pemifpyp) et de la courbe d’indifférence U 3Ul s’agit
donc de raisonnex a satisfaction constante,» (hypothése de Hicks), de sorte que le consommateu
achéterait les mémes quantités qu’avanlx dans la mesure ou la baisse du prix de X lerdibtd’'un
revenu imaginairglus petit que le revenu réeC’est cette hypothése d’'usptimumet d’unrevenu
imaginaires qui permet d'isoler &ffet de substitutionCar il importe de noter que le reverael (Ro),
guant a lui, ne change pas, puisque par définitaffet prix globalest réalisé revenu constant, mais a
pxvariable.

Appelons Rle revenu imaginaire, et R le revenu réel. On tviBexprimer l'inégalité R< R, quandox
diminue. L’équation de la contrainte imaginaire jpgenc s’'écrire :

Ri = R — (pxo — px) Xo. Son écriture montre que I'hypothése peut étre pnétée en disant que tout se
passe comme si on prélevait impot sur le consommateur (R R) et qu’on lui versait ensuite une
subvention(R > R). Pour I'analyse et la représentation on reéetiieccontrainte sous la forme :

y = (R =% px0) / pyo = [R — (pXo — PX0) X1 —Xo PXa]/ PYo.

Rachid FOUDI COURS DE MICROECONOMIEGhapitre | La théorie du comportement du consorearafNov 2016Page 36 sur 71



La pente de cette droite de budget est : dy/dpxpYyo. Les points de rencontre avec les axes sont :
-en ordonnée x=0 et y = Rb — ((pXo— pX)X1/pPYo

- en abscisse y = 0 et x=p{ — (pX— pX) X1/pxa

En supposant fonction d’utilité connue, il est alors possildereprésenter I' « optimum imaginaire »
(appelée) représentatif dedffet de substitutiorSoit :

N~

¥
L'effet de substitution : passage de

I'optimum & a < le long de Uo

L, ]

substitution

On lit que lorsque varie le revenu (R R) ainsi que le prix de x (pxa px) on observe un effet de
substitution [(x1,y1» (x0,y0)] dont le lieu géométrique est la courbéndlifférence initiale.

Dans la figure, cet effet est tel que (¢pl<0. On observe en effet que lorsguxadiminue, alors x1>x0
les quantités demandées croissent.

IV323) L'effet revenu (ER)effet prix global etia courbe d’effet prix

Pour compléter la décomposition de I'effet prixlgg on s’intéresse, apres l'effet de substitu{ies) a
I'effet revenu (ER). Ces deux derniers sont imaigasa et ont été présenté pour le premier comme un
imp6t, d’ou I'on tire que le second est donc unkvemtion.Seul I'effet prix global est donc un effet
reel.

Nous avons dit que le revenu réel R=fhe change pas en réalité. C’est ce phénomeéne gjadit
maintenant de traduire, en observant le type déadément de I'optimum qu’il implique. Il s’agit du

« second déplacement » de I'optimum, ag@gsque I'on noteQ;. Cette fois il se situe sur une autre
courbe d'indifférence, de niveau supérieur®a lLh présentation ci-dessous, qui compléte ladutéate,
n’est en fait qu’une introductionla formule algébrique de slutzky
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les 3 effets
1=ES 2=ER
3 = EP global

Ll PX0 Ri/px1 R /px1

‘ES IEH]

effet prix

La nouvelle droite de budget, tangente ef; sur Ul résulte d’'un déplacement paralléle vers le haut,
de la droite de budget imaginai(®;/py0, R/px;). La diminution dgox détermine une abscis@e/px; >
Ri/px1), traduction de la supposéebvention percue par le consommatee déplacement paralléle
conduit au nouvel optimu®y; > Q; (fleche numérotée « 2 » du graphique)..

L’effet prix global est alors observable par le s, numéroté « 3 » dp aQ;. 3 se décompose donc
en (1 + 2), c'est-a-dire en deux passages :

- deQpaQ=ES : : :
- deQ aQ =ER En supposant plusieurs baisses successivegxdet

- doi: Q,aQ; =ES +ER=EP dqnc_ plusieurs optirr_la de typgéii résultat d’'un effet
prix, il est alors possible de faire passer naerbepar
'ensemble de ces points.

On obtient ainsia courbe de prix consommatioau courbe d’effet prix ici celle du bien X puisqu’elle
résulte de la baisse g& Représentons tout d’abord cette courbe.

v La courbe d'effet prix ou CPC
Lieu géomeétrique des optima
correspondant i un effet prix

RO/ py0

x

RO/ px0 RO/ pxl RO/ px2 RO/px3 ...

Une méthode existe permettant d’en déterminer #&qn. On I'applique a I'exemple de la fonction
d’utilité : U = xy (voir I'encadré plus haut la partie : Réponse a la guestion elative au 8 IV3).
Une initiation plus abstraite a la recherche deec&fuation est aussi proposée en (IV325 — b ceaes.
Ce qui importe est de constater par le graphiquessus queéquation de la CPC est de la forme
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x =f(px). La courbe décrit en effet les variations des gtesmtptimales consommeées du bien X, lorsque
son prix pX) diminue.ll vient donc naturellement que la courbe d’effet pix permet aisément de
déterminer la fonction de demande du bien X, quelque soit>px L’équation de cette courbe est
rappelons le : g= f(px). Toutefois, la CPC voit son graphe représenté damplan (x0y), tandis que la
courbe de demande a le sien dans le plan (X,@m verra qu’'une translation suffit pour passend
graphe a l'autre.

Ces deux expressions de la demande different dng. les distinguer, on appelle la premieresurbe

de demande compenséeet la secondesx courbe de demande parétienne ».

La demandecompensé désigne la demande d’'un consommateur en concerpartaite lorsqu'il
dispose d’'un revenu suffisant paucompenser une hausse de prixesfacon a pouvoir maintenir sg
satisfaction maximale au méme niveau qu’avant issade prix.

La demande compensée qui est un panier de bienseredonc unmevenu compensgu minimal
La demand@arétienne ( ou marshalliennepst,la demande dite normalegelle qui exprimda loi
de la demande en fonction du prigdle est généralement représentée par une braficyyeerbole
dans le plan (O.gpx).

L’effet prix vient d’étre présenté sous I'hypotké&Sune baisse deg.dl parait aller de soi que des
variantes de cette hypothése sont possibles, Bek®ns de variation dg pu de p, a revenu constant.
Une hypothese alternative (ci-dessous) est celieatiausse de,p

En régle générale, toute modification de I'optimantraineune modification de la demande des
deux biens et Y. On vient de voir que lorsqyex varie (on a examiné le cas d’une baisse), R étgnt
constants, il se produit urdfet total ou global du prix du biesur les quantités demandées de X et de Y.
Cet effet se décompose en ES et en ER.

Le cas d’'une hausse du prix p x (R et g étant constants), permet aussi de vérifier cette
décomposition.

Partant d’un optimunt2; pour un prix noté f et de coordonnées A¥yx), le long d’'une courbe
d'indifférence U, la hausse du prix de4® p. provoque l'effet prix global représenté ci-dessous.
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L’effet prix total et sa décomposition en
effet de substitution et effet de revenu
lorsque p x augmente

¥B |
viC
vA
‘--'"-l—q_‘__
ﬂ L L= o 'FH'X
xC XB p_, XA prxﬁ
ER ES
effet prix total

La lecture du graphique consiste a commenter d&s éffets sur les quantités des deux biens X sDl,

L'effet prix global (de R) : deQ; (Xa,ya) aQs (Xc,Yc)
La variation des quantités est¢ X xa et ¢ > ya La hausse du prix du bien X a pour la
conséguence la baisse des quantités consommeéestXausse de celles du bien Y.
Ceci est le résultat de deux sous-effets.

L'effet de substitution (sur U). On suppose (voir paragraphe suivant : Hicks) lgugausse du prixgp
est compensée par une hausse fictive (RR}, du revenu nominal R, de sorte que le consomumate
conserve le méme pouvoir d’achat, ou le méme rew@glrapport entre R/p
Ce qui a pour effet de déplacer I'optimumg(Xa,ya) aQz (Xs,Ys).
La variation des quantités estg X xa et ¥ > ya La substitution du bien Y au bien X est trés
forte.
L'effet de revenu (de U, a Wy). La hausse du prix g en fait pour conséquence la baisse du revehu rée
On traduit ceci par une baisse fictive(RR), du revenu nominal R, de sorte que la droitbuliget se
déplace parallélement vers le bas.
Ce qui a pour effet de déplacer I'optimum@e(xs,ys) a3 (Xc,Yc)
La variation des quantités estc X xg et ye < yg. La substitution du bien Y au bien X est atténuée.
Il est alors possible dans le plan (x0y) de repriesde lieu géométrique des optima vérifiant ggfprix,
c'est-a-dire2; etQs. Cette courbe est la courbe de prix consommaGiC).
Comme elle traduit la variation des quantités detéas du bien X lorsque son prix varie, on peut en
déduire la courbe deéemande normalg = f(py). Le graphique ci-dessous représente ces deubesur
dont le graph ne différe que par I'ordonnée..
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Y gﬂns e plan (xoy) la CPC est de la
ormne
x =f(px)
fan]
g
E“ v
E T}r A
3 |
) II
& |
= I
|
0 !
baisse de la demande de x
I :
| |
il suffit de projeter les quantités
px de x dans la plan (x0p 5 )
pour obienir la fonction de
“demande normale” du bien x en
fonction de son prix
| I
| [
I |
pxC | Pemande
pxAlF ———T normalie
| , dex
I
| I
| I
| I
0 I I
xC XA X

IV324) Décomposition déeffet prix : 'hypothése de Slutzky et I'hypothéese de Hickpflication)

Soit un consommateur dont la carte d’indifférence=W (x,y) permet de représenter trois courbes
d’indifférence (graph ci-dessous).

La contrainte de budget de ce consommateur débamida relation R = xpx + ypy, prend des valeurs
différentes suivant les deux situations ci-dessous

1% temps : R =280, px =7, etpy =2

2"%temps : R = 280, px = 2, et py = 2

Le prix du bien X, est donc passé de px=7 a pxGe&prix a diminué, toutes choses égales par alleur
(R=280, py=2). Ce sont les conséquences de cettimution (favorable au consommateur) gqu'’il s’agit
d’étudier, en analysant« effet prix » c'est-a-dire les modifications du choix du canswateur et la
hausse de sa satisfaction puisque px a diminué.
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On constate dans un premier temps la modificatolaghente de la contrainte de budget :
1¥temps : R=280=7x + 2 y = —x(7/2) + 280/2 = - (7/2) x + 140
2"%temps R =280 = 2x + 2 y = —x(2/2) + 280/2 = - x + 140

Le changement de situation peut étre représenhigrgement en supposant données les trois courbes
d’indifférence.

4 Graphique initial : I'effet prix ou
Graph 1 passage de l'optimum E1 3 E2
140 E1 (58, 12)
E2 (75,65
o3
75 E£1 E2
uz
S us
U1t ~
o -
@ 40 . 140 x

La premiére contrainte a pour ordonnée a lorigtfams le plan (xOy): y = 140. En calculant la
réciproque on a: x = -(2/7) y — (140/(-7/2) = ARY + 280/7 = -(2/7) y + 40. L’abscisse a l'origiest
donc égale a 40

La seconde contrainte a pour ordonnée a l'origaresde plan (x0y) : y = 140. Le calcul de la réoqre
donne I'abscisse x = 140 puisque x = -y + 140.

On constate qu’elle a donc subi ua¢ation autour du point d’'ordonnée a l'origine (R/py, 0)280/2 ,

0) = (140,0). L'optimum, ou point de tangence aueme courbe d’indifférence se situera sur deux
courbes d'indifférence de niveau différent. La set@ contrainte (avec px diminué) devrait conduire a
une satisfaction plus élevée.

On admet que les coordonnées des deux équilibts€sox indiqués dans le graphique :

Premiertemps : E1 (y, X) = E1 (98, 12)

Secondtemps: E2 (y, X) = E2 (75,65)

C'est le passage de E1 a E2 qui est appeiitet prix » Ce qui signifie que le consommateur a modifié,
suite a la baisse du prix du bien X, son paniebiges : Il a diminué de 23 les quantités de Y, pour
accroitre de 53, celle de X.

C’est cet effet prix qUEIICKS et SLUTZKY ont mis en évidence et proposé d’étudier en tomg@osant
en deuxsous effetsappelés Effet de substitution et effet de revenu.

L’effet prix est la somme de I'effet de substitutiet de I'effet de revenu.

Leur méthode differe, entrainant une représentajraphique différente. Hicks raisonnesatisfaction
constantggraph 2), tandis que Slutzky raisonpeuvoir d’achat constant

(graph 3)

Le raisonnement de Hicks a satisfaction constante

Calcul del’effet de substitution

L’hypothése est : il existe une nouvelle droitebdelget de pente ( a= -1) a revenu R moindre. Celle-

est donc parallele et inférieure a celle du secenps.

L’'optimum se situe alors au point de tangence de ecmuvelle contrainte avec la courbe Ul, paree qu
Hicks suppose que le consommateur cherche a maisrsatisfaction constante. On appelle E'1 ce
nouvel optimum, et on admet qu’il pour coordonngds(40, 40).
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Le déplacement de E1 a E’1, le long de Ul est @mdédt de substitution.e consommateur opere en
effet la réallocation suivante :

De E1 (98,12) a E'1 (40,40), le consommateur chaisi diminuer y de 58 et d’augmenter x de 28.
L’effet de substitution se traduit par une variatdes quantités achetées des deux biens.

Calcul del’effet de revenu

En E’'1 le revenu dépensé est : R = (40x2) + (46x@) + 80 = 160 < 240

La différence (280 — 160 = 120) peut permettre@sommateur d’améliorer sa satisfaction.

Il peut en effet atteindre la combinaison E2 (yx)E2 (75,65), ceci en augmentant y de 35 et en
augmentant x de 25. En effet: 35py + 25x = (35%xZ25%2) = 120, tout le supplément de revenu est
alors alloué. Le déplacement de E'1 a E2, et dendta U3 est appeédfet de revenu

Au total on observe bien que le passage de E1 a (e2fet prix) est I'addition du passage de E1 a E’'1
(effet de substitution) suivi du passage de E'1 aZHeffet de revenu).

y L'effet prix : la décomposition de Hicks
Graph 2 ) )
raisonnement a satisfaction constante
140 v=ui
nouvelle contrainte a revenu
moindre et apentea= -1
Effet de substitution
E1 —E'1
.
o ~ \ (Efil‘ﬂ de regzenu ]
75 ~£1 \ E2 —
Ut e
() — -
2 40 65 140 x

Le raisonnement de Slutzky a pouvoir d’achat consta (quantités initiales au nouveau prix)

Calcul de leffet de substitution

L'effet de substitution est réalisé dans le graptessous par le passage de E1 a E"1, respeativem
situés sur Ul et U2. La cause est que le consorametierche a conserver smvenu constantout en
substituant X a Y.
Pour obtenir cet effet on détermiria dépensesn calculantes quantités initiales au nouveau pr&oit
E1(98,12) R = (98x2) + (12x2) = 196 + 24 = 220.
Si son pouvoir d’achat était resté constant il epemserait pas plus de 220, au nouveau prix. Sa
contrainte s’écriraity = - x (px/py) + (R/py) = - x(1) + (220/2) = 110%
On peut alors remplacer y par cette valeur daosrigrainte

R = xpx + ypy =& 220 = 2x +2(110-x)
D’ou I'on déduit x = 50 et par conséquent y = 60.\@rifie que 220 = (60x2) + (50x2).
Et donc le nouvel optimum E”2 et les nouvelles wités optimales sur U2 est : E”(60,50).
L’effet de substitution est mesuré par : x = 38 et-38, comparativement avec E1.

Calcul del’effet revenu

On constate qu’il n'utilise en E”1 que R = 220.péut donc accroitre sa satisfaction en dépenaant |
différence (280-220 = 60). On suppose qu'il passesa I'optimum E2 (75,65), dépensant R = (75%2)
(65%2) = 150 + 130 = 280. Sa satisfaction s’estuEpuisque

U3 > u2.
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Au total on observe bien que le passage de E1 a Effet prix) est I'addition du passage de E1 a
E”1 (effet de substitution) suivi du passage de EL a E2 (effet de revenu).

Graoh 3 y L'effet prix : la déecomposition de Slutzki
ra .
P raisonnement a pouvoir d'achat constant

140

Effet de substitution
E1 —,: E'"1

[Ffffet de revenu ]
E'l—» g2

5

30

0
12 140 x

IV325) Deux exercices avec initiation a la recherde Iéquation des courbete revenu consommation,
de prix consommation, de demande parétienne eéaieaide compenséeir b)

a) Suite de I'étude de la fonction du 8 IV318=U (X1 ,%2) =Xz (X2-1) ; x3=>0et»% > 1

Question 2 On considere les deux situations successiveméntp=p,=1 et R = 3 ; pui$2. p;= et R
sont constantset p=2. Quelles quantités de bienset x le consommateur achéte t'il €h et ent2 ?

Quel constat peut on faire ?

Question 3 1e passage dd at2 s’est traduit par un effet qu’il faut qualifier @écomposer eaffet de
revenu et effet de substitutiddommenter le résultat de cette décomposition. é&gmter graphiqguement
les trois effets sur un graphique.

Corrigé
Question 2 On se contente de reporter dans les fonctionenwdde (question 1) les valeurs énoncées
pourtl ett2.
Soit: entl:x; = (R-1)/(2x1) = (3-1)/2 =1 ek, = (R + 1)/2x1 = (3+1)/2=2

en2:x; = (R-2)/(2x1) = (3-2)/(2x1) =2 et = (R+2)/(2x2) = (3+2)/(2x2) = 5/4
La hausse du prixzs’est traduite par une réduction des quantitésammmées des deux biens, a revenu
constant. L’'optimum est @i : E (x*1,x*2) = E(1,2) sur une courbe d’indifférence initiale.

Question 3:

On émet I'hypothése suivant laquelle le niveauésyst de prix ef2 (soit p=1 et p=2) n’a pas modifié
la satisfaction du consommateur, qui conserve d®neéme niveau d'utilité. Ceci en raison du bérefic
supposé d’'une variation compensatrice de reven(par exemple ungsubventioh

Cette hypothese crée ursituation intermédiaire(ou imaginaire) et donc un optimum qu’il faut
déterminer.

L’optimum doit vérifier la double condition : conser ['utilité initiale et étre conforme aux prixed
marché en2. On écrit simplement pour qu’elle soit verifiéguea I'optimumle TMS;x = (pi/p2) en t2
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SOit : TMSupq = 09/ 1 0U/ox _x2-1_1
dU/idx, 2 oUlox, x1 2

On sait par ailleurs gu’'a l'optimum TMSq = - (dx/dx) qui est 'opposée de la pente de la courbe
d’indifférence en un point. Soit cette courbe : HU(x1,X2) = X1 (X-1), qui S’écrit avec les quantités
consommeées e (x;=1 et %=2) : U* = 1 (2-1) = 1x1 = 1 le niveau de satisfaata respecter.

La courbe s’écrit par conséquent UX=(%-1) = 1 = 1/x= X1 & Xo =1/ + 1 =2/%.

Donc »% = 2/x et la dérivéedx/dx;) = -(1/x2) = TMS o1 = - [d%/dX) = -(-(1/%?) = (1/%?)

A l'optimum : (1/x?) =% etdonc g =2 X3 = J2

Pour déterminer I'autre quantitg,>on remplace xdans U* : U* =2 x2=1)=1

soit V2= 1/(x— 1) (X — 1) = 1K/2 etdonc %=1 + (1A/2).

L’optimum dans la situation imaginaire est Er{xx,*,U*) = E”( V2.,1+ (1/\/5, 1).

Connaissant la situation initiale et la situatiorafe intermédiaire, il est possible de définir
I'effet de substitution revereommele passage de la situation initiale(t1) a la sitoatintermédiaire et
I'effet de revenu comme passage de la situatie@rimédiaire a la situation final@l). Soit :

optimum en‘tﬂ période intlermédiaire en t1
\
x1* 1 A2 0,50
variation —i:- 210 =0 N o2 0 —
x2* 2 1+(1-12) 5/4
5/4 — JAf2 -
variation — 1/+/2-1 <0 —» L G 1? 0—
=14-1/~42 -1
——
effet de substitution
effet de revenu >

EFFET PRIX

La hausse du prixgpse traduit dans un premier temps paretffiet de substitutionle consommateur
augmente les quantités et diminue x
Puis, les deux biens étant normaux, les quantité&t % diminuent dans un second temps, du fait d'un
effet de revenu
L’effet prix est la somme des deux effets de stlgsdn et de revenu, telle que :
Les gquantités xcumulent’effet de substitution et I'effet de revenu

X1 subissent un effet de substitution >0, puis unt eféerevenu négatif.
C’est pourquoi, I'effet prix (xx) = effet de substitution +effet de revenu
L’optimum ent2 est donc E’ (X1,x*2) = E(1/2,5/4) sur une courbe d’indifférence deeai inférieur a la
courbe initiale.

La représentation graphique illustre ces déplac&sndoptima de E a E” et a E’. Le revenu R étant

constant et égal a 3, et les prix égaux a I'unigédroite de budget initiale a pour coordonnéesx=
(R/pe, Rlpe) = (3,3).

Rachid FOUDI COURS DE MICROECONOMIEGhapitre | La théorie du comportement du consoremrafNov 2016Page 45 sur 71



x2]

U=U (51 ,%2) =1 fx-1)

L'effet prix global ou total

EP=ES I ER

contrainte de
budget initiale

2

1+(1472)

5/4)

Veffet de revenu se traduit par
un déplacement parailélle de la
droite de budget

1/2 1 h 5 Bl

Remarque : I'effet de substitution (passage deEE)anécessite I'hypothése d’une « variation deemaw
compensatoire ». Il est possible de déterminerdetant de cette variation, connaissant

x*1 = f2etx,=1+ (1/\/5). La contrainte s’écrit : R =@y + Xops = J2+ a+ (1/\/5) =2+ 1/2
La variation de revenu est donc égale a :
revenu compensatoire - revenu initial = (2 + 1)12\/5- 1=1,83

b) Second exemple (IMPORTANT) : la fonction d’utilité U = (x+2) (y+2) (avec x et g 0)
(cf encadré ci-dessous)

Cet exercice, comme les exercices 3,4 et 5 duelodsitravaux dirigés, est urexercice complet sur la
théorie du comportement du consommate(a’est-a-dire de la maximisation de I'utilité Beéquation de
la courbe de demande)

De la question 4 a la question 6 est traitédélzomposition de I'effet prix

La question 7 permet d’exposer la méthode de rebbede I'équation desourbes de revenu
consommation (CRC) et surtout la courbe d’effet pibu de prix consommation (CPC)l est proposé
également de déterminer I'équatides courbes de demandgarétienne et « compensée » du bien

Rachid FOUDI COURS DE MICROECONOMIEGhapitre | La théorie du comportement du consorearafNov 2016Page 46 sur 71



(IV325 - b)Second exempl : la fonction d’utilité U = (x+2) . (y+2) (avec x et y> 0)

Le consommateur possede un revenu R = 14

Question 1:1.1) Calculer les utilités marginales etlTéS, .

1.2) Donner I'expression générale des courbes d’indiffée sous la forme d’une fonctigr f (x,U).

1.3) Déduire une seconde expression du TMS

1.4) Donner une définition littérale du TN@

1.5) Soit les deux niveaux d'utilité)®=36 et U=81, représenter les deux courbes d'indifférence

correspondantes.

Question 2: Soit les prix des deux biepg= 4 et g, = 1. Ecrire I'équation de la contrainte de budget daufsrmey =
f(x) et la représenter graphiquement.
Question 3 3.1) Déterminer la combinaison optimé&le par laméthode du remplacement

3.2) Vérifier ce résultat par la méthode du Lagrangien
Question 4:  L'état met en place wystéeme d'imp6ts (ou de subventiondjluisant (ou augmentant) le revenu des
consommateurs de sorte que son niveau d'utilitdoiteaucunement affecté parles variationpiibe Or, postérieurement
cette décision, les prix respectifs des deux béensont égalisés, sqit=p,=1. Un imp6t est donc prélevé sur le
consommateur pour le maintenir au méme niveautisfagztion qu’avant la variation de prix.

4.1) La combinaison optimale va t'elle resterry Sinon pourquoi, et quel est le nouvel optimum

Q,?
4.2) Quel est le montant de I'imp6t prélevé surdasommateur ?
Question 5: Les prix restant inchangés, et le systenmafigbandonné, quel est alors le nouvel optingym
Question 6:  Donner une interprétation économique prédispassage de I'optimug, a I'optimumQg en complétant
le cas échéale graphique.
Question 7:  Déterminer I'équation des courbes
7.1) d’Engelsi p=p,=1 7.2) d’Effet prix quand R=14 et p~=1
7.3) de demande « parétienne » et de demande «comgée » quand R=14 etys1.

Réponse a la question 117}, de chaque bien est donnée par la dérivée partiella fonction U, paf
rapport aux quantités consommeées du bien. Soj=WU /ox =(y + 2) et

Umy=0U /0y = (x+ 2) . Le TMSy est égal au rapport des Utilités marginales, soit

TMSyx = (0U/dx)/ (0 U/0y) = (y+2)/(x+2)

Réponse a la question 11Zgquation recherchée est obtenue en changeantedwre, soit

y = [-2x+(U*-4)]/(x+2)

Réponse a la question 113) TMSy est alors I'opposé de la pente de la tangente groim de la
courbe d’indifférence, soit TM& = -(dy/dx) = U*/(x+2)? (la dérivée étant du typey1/x)’)
Réponse a la question 114 TMSy estle taux auquel le consommateur doit substituerciesitités
du bien X a celles du bien Y pour conserver un nréweau de satisfaction.

Réponse a la question 115 graphique est présenté en fin d’encadré ci-dessdees deux courbes
d’indifférence étanty =(32-X)/(x+2) (courbe inférieure) ey = (77-X)/(x+2) (courbe supérieure).

Réponse a la question 23 contrainte de budget s’écrit Rxgy + ypy < y = X(px/py) +(R/p), soit
sous cette formg = f(x), en remplacant les variables par leur valgus:-4x + 14 (voir graphique, la
droite AB).

Réponse a la question 3Dans I'expression U = (x+2) . (y+2) on remplageay y = -4x + 14 (la
contrainte). On alors U = (x+2).414+2) = (x+2).(-4+16) en effectuant les produits on a :

U = -4x2 +8x +32. Les conditions d’optimisation du premier etsg¢ccond ordre s’écrivent :
0U/0x=0etd2U/dx2<0. Commed U/d x = -8x +8 alors -& +8 = 0 poux=1. Et, d’apres la
contraintey = (-4x1)+14 = 10L’extremum est atteint au poifh (x*,y*,U*) = (1,10,36), car

U* = (1+2).(10+2) = 12x3=36 Y Cette extremum est umaximumnsi d 2U/d x2 <0. Ce qui est le cas
puisqued 2U/0 x2 = -8 < 0.L’extremum est donc un optimum

Réponse a la question 3.Pg programme du consommateur s’écrit :

{ Max UU(x,y) = (x+2).(y+2)
Sc y+4x-14 =0

On forme le Lagrangien, soit : X5{A) = (x+2).(y+2) + A(y-4x-14). Le systeme des dérivées partielles
annulées simultanément (ou condition du premierepsiécrit :
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OFBy = X +2+2 =0 (2

OF/oA = y-4x-14 =0 (3
La solution de ce systéme donne: x=1 y=18 - 3. On supposera que la condition du secpnd
ordre |[D?| > 0 est réalisée. Donc I'extremum esicdbien unmaximum.L'optimum est bien
Qq(x*,y*,U*) = (1,10,36),

{ SFiox=y+2+4. =0 (1)

Réponse a la question 4.1Lp combinaison optimale ne peut reste€rpuisque les prix des bien
ont changé. Mais par hypothése le nouvel optifiprdoit se situer sur la méme courbe
d’indifférence U*=’=36. Cette hypothése est celle d’uleenande compens®ar I'imp6t ou la
subvention, I'Etat maintient le consommateur au m@meau de satisfaction qu’avant la variatign
de prix.

Cette hypothése fait apparaitreeffet de substitution pur

Pour déterminer *le nouvel optimurf){), puisqu’on connait ¥£36, on recourt & la méthode
simple, soit 2 l‘optimum le TM%* est égal au rapport des prigui est ici R/py =1/1=1.

Ce qui donne 36/(x+2)2 = 1 ==> (x+2)2=36 et comrr® alors x+2=6 et donc=4. En remplacant
dans U on obtienty =(32-)/(x+2) =24/6 =4. Soit alors loptimumQ; (4,4,36)

Réponse a la question 4.2)a dépense totale du consommateur s'écrit en icg pdR=x.px + y.py
donc R = (1x4)(1x4) = 8. Le revenu avant impoheR=14, 'impobt est donc égal a : | =6.

La droite A’'B’ du graph représente alors la comttaiavec imp6ot.

Réponse a la question By nouvelle contrainte de budget (droite A'B” dtagh) s’écrit (sans
impOt)y = - x +14 (puisque g=p,=1). On peut alors adopter la méthode du remplaceper
détermineiQs

Soit alors la nouvelle fonction U x42).(x+14+2) = &+2).(x+16) = x>+14x+32. On applique les
conditions du premier et du second ordre. 8&if d x = -2x+14 =0 ===>x =7 et dong/ = 7 et
U*=81=U". La dérivée seconde est bien négatidel)/d x2 = -2< 0.L’extremum est donc un
optimum et s’écrit Q3 (7,7,8).

[92)

Réponse a la question §Yoir le tableau résumé du cours). Le passageoaimhium; a Q3
représente ici upffet prix décomposable en wifet de substitutioff2; aQ,) et uneffet de revenu
(Q2a2Q4).

Réponse a la question 7 (Ypir définition de la courbe d’Engelourbe d’Engel = effet revenu
Le long de cette courbe est donc vérifiee I'egalitélSx = -dy/dx = - (P/Py)constant OF, p=1et
py=1, donc : -U/(x+2)? = -1 ===> U =x£2)?, et comme U x{2).(y+2) alors x+2).(y+2) = x+2)2
Puisque %0 alors x+2)=(y+2) et donc on peut en déduire I'équation de |lalw®d’Engely = x
La courbe est ici la premiére bissectrice des axes.

Réponse a la question 7 (2pir définition de lacourbe d’Effet prix). Cette courbe est de la
forme :
y =f(x). Le revenu R, etypetant donnés, la courbe est déduite du systerBetdeations a 3
inCO{nues suivanty &,n), qu’il s’agitde réduire a 2 en éliminani.pSoit ce systeme :

y =-(p/py)x + (R/p) = -X.pc +14 (car R=14 et 1) (2)

U = (x+2).(y+2) (2)

A l'optimum : TM$« = -(px/py) < -U/(x+2)? = -1 3)
On remplace (3) dans (1) ==3/= - [(U/(x+2)9)xx ]+ 14 en remplacant Ux+2).(y+2), on a :
y = [[-X(y+2)] + 14(+2)] / x+2 = (Xy + 12X +28) [x+2 ===>x+2 = (Xy + 12X +28) |y
= X H[(12X + 28)}] ===> X+2 = (1%+28)l et doncy = (12%+28)/(X+2) = (6x+14) /x + 1
Réponse a la question 713 demande parétienne estlleEmande normalet s’écrit :x=f(pyx). Sa
construction utilise le méme systeme d’équatioressatdessus, la variable a éliminer étant cette
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-U/(x+2)2 = - p, comme U (x+2).(y+2), en remplacant on a ((xf2).(y+2)J/(x+2)2 = - i
en simplifiant@ gauche (y+2)/(x+2) = - g, en multipliant par -1 et en changeant de membre
===> (y+2) = (x+2).pcet doncy = [(x+2).p] — 2. Commey est aussi la contrainye= 14 x.pyx
en égalisant on a X{2).p] — 2 = 14 xpx < [(Xx+2).p] — 2 — 14 +x.px = 0 en factorisant par
px 'expression devient : yd2x+2) — 16 =0 ===> p(2x+2) =16 d’ou p=16/(2x+2) = 8k+1.
L’expression recherchée étant de la formref(py), on transforme@y= 8/x+1 < p(x+1) =8
SOitX.px+ Pk = 8 ===>x = (8-p)/px.

L’équation de lalemandeparétienneest donx = (8/p,) - 1

L’équation de lacourbe dedemande compensést dutypex = f(U*,py,px). On peut la définir
comme celle de la courbe Heffet de substitutionC’est donc uneonstruction mathématique
telle que : pest la variablePar un impdt ou une subvention on fait varieleMenu pour
conserver le méme niveau de satisfaction. Ce qdicéi$, puisqu’on ne saa priori sur quelle
courbe d’indifférence on se situe. Mais cela pertisbler|'effet de substitution

Pour le calcul de cette équation, on écrit I'égalit‘optimum : TM$x = (px/py)

& U I(x+2)2 = (px/py)=es (x+2)2 =U’ (pdpy) ===> ( x+2) = /u*% Et donc

X= /U *E—i — 2 I'équation de lalemande compensée

Graphique de U = (x+2) . (y+2)

|Courbe d'Engel
-1 '|(ou effet revenu)

— Courbe de prix-consommation

~— | courbe d'indifférence
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V) L'élasticité de la demande

Nous avons évoqué plus haut I'importance du cond@asticité, celle de la demande, en mentionnant
gu'il était précieux en analyse économique. Noughbdpons ce concept dans le paragraphe V).

V1) Définitions
V11) La notion générale d’élasticité.

Si comme les économeétres nous appliquons a toutetidm mathématique, la notion de
« modele », nous pouvons dire par exemple querlatitlmn élémentaire de la demande d'un bien en
fonction du prix et du revenu, sajk = flpx, R) décrit un modéle. Elle devient représentation alistr
d’'un phénoméne économique, dans laquelle les mamiee gauche et de droite jouent un role
spécifigue. Le membre de gauchg) (gstla variable « expliguée ¥ou qu’il s’agit d’expliquer), tandis
gue le membre de droitpx, R) comportdes « variables explicatives £)n modele mathématique est
donc la mise en relation d’'une variabbeliquée avec une ou plusieuvariables explicatives

Cette définition nous permet d’aborder simplemanidtion d’élasticité. D’'une maniere générale
(dans tout modele), I'élasticitést le rapport de la variation relative de la vdbia expliquée a la
variation relative de la variable explicativges autres étant le cas échéant considérées cdamees)

L’élasticité est donc le rapport de deux variatioaektives : celle de la variable expliquée au
numerateur, et celle de la variable explicativel@oominateur. Ce rapport mathématique (emprunté aux
Physiciens) donne un résultat, qui permet de mesarrgensibilité d’'une variable aux variations déun
autre variable. Ou encore, il permet de mesuregdation(en termes de variation relative) de la variable
expliquée, aux variations relatives de la variabdplicative.

On ne s’étonne pas que l'élasticité soit fréquentnugiisée par les économistes. Le caractere
synthétique de l'information donnée par le résukat d’autant plus apprécié que le calcul portedss
variations relativesa(la marg@, ceci quelque soit le domaine d’analyse.

V12) définition mathématique
V121) ne pas confondedasticitéet pente.

a) L’élasticité : écriture différentielle
La définition ci-dessus pourrait laisser penser lqueariation relative, renvoia la pente de la fonctign
donnée par la dérivée. En fait la pente n’est qdesm éléments de la définition mathématique.
Soit deux variableg ety liées parla relatiog=f(x). On appellelasticité de y par rapport aen un point
de la courbeyp=f(xo)], le rapport des variations relatives, noté
ey = (dy/yo)/ (dx/xo) < (dy/dx)x %lyo < f'(Xo) X Xo/Yo
Il faut noter que le symbole utilisé (ig) est variable selon les manuels. On peut par ebeeremplacer
(dyly) par E et (dx/x) par &, pour écrire la formule de I'élasticité de y papport a x Ey/EX

Plus généralement, sachant que le calcul est ré&ien un point on écrit I'élasticité de y par rappotra x :

ey = (dyly)/(dx/x) < (dy/dx)x xly < T (x) x xly

On lit que le premier terme dst dérivéede la fonction, dont on effectue le produit alecapport des
variables (x/y). A la dérivée vient donc s’ajoutiams la définition un terme (x/y) qui est une mesie
I'intensité de la liaison fonctionnelle entre laiadble explicative et la variable expliquée. Ce opadifie

le résultat lorsque la fonction est celle d'uneitéradont la dérivée est constante.

b) La formule logarithmique de I'élasticité
Pour parfaire la définition mathématique on satptlis qu’il y a identité entre :
eyx = (dyly)/(dx/x) < d(Logy)/d(Logx): L’elasticité est égale au rapport des différenasll
logarithmiques de y et x
Dans l'expressioreyx = (dy/y)/(dx/x) = (dy/dx) x x/y (écriture differeielle), on peut effectuer la
transformation suivante :
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On sait que Log(x) a pour dérivddx, soit: d(Logx)/dx = 1/x. De plus I'expression (dy/dx) x 1/y
désigne la dérivée logarithmique de=f(x), soit: d(Log y)/dx = d(Log y/dy)x(dy/dx) = 1/yxyttix).
Donc :

eyix = d(Log y)/dx / d(Logx)/dx = d(Logy)/d(Logx). On retrouve la définitiory,x = (dy/y)/(dx/x) en
passant en écriture différentielle, soit :

d(Log y) = d(Log y)/dy xdy = (1/y)dy = dy/y qui elst différentielle logarithmique de y

d(Log x) = d(Log x)/dx xdx = (1/x)dx = dx/x qui est différentielle logarithmique de x.

Par conséquetiglasticité est égale au rapport des différentsllogarithmiques de y et x

L'intérét de cette écriture (rapport des dérivéegatithmiques) estgéomeétrique puisque la
représentation graphique (Log-Log) permet de mesilirectement’élasticité en un point de la courbe
par le coefficient directeur de la tangente en oap

Suivant la définition, I'élasticité varie aux difEnts points d'une courbé&e n'est que dans des cas
particuliers (voir infra V14) que I'élasticité esbnstante. Le cas général est donc celui dfonetion
linéaire de typey = ax +b, représentée par la droite [AB] ci-dessous, dontalcule I'élasticité au point
C.

L’élasticité "point” varie le
long d'une courbe
@ &4 = m (ici une droite)

o’ Ses valeurs au point A, M et B
sont données ci-dessous

Sk = @

[e,,& = [gte @ = colgte ;']
5

milieu du segment [AB]

“:.wfc=3x;j;=-1

D C

g}lﬁc = @
; y A Eep =0

E
La formule de base s’écrit pour la fonctign=ax +b) : &y = (dy/dx).(x/y)
(dy/dx)= OA/OB = tgtea = constante
(xly) = OE/CE = cotgter

Par conséquentey = tgtea x cotgtey
La valeur de I'élasticité dépend de I'angieElle varie donc selon la position du point C sadroite
[AB].
Le graphique indique les valeurs prisesgaaux point caracteristiques A, M (milieu du segmexttip.

V122) Interprétation — Propriétés et exemples (Agaypions).
a) Interprétation :
Partant de la fonctiory=f(x), En appelank le résultat de(eyy) , ce résultat signifie que lorsque X
augmente de 1% partir de ¥ (soit dx/»x = 1/100) , alory augmente de k%% »a partir deyo.
Un tel constat présente deux intéréts :
- L’élasticité est un nombre sans dimension, et dumaépend pas demitésde mesure des
grandeurs étudiées,
- Elle porte sur des variations relatives, et dondesichangements des grandeurs, si communs
en économie. Il en est ainsi par exemple des vamgdes taux de croissance.
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b) Propriétés
Les propriétés importantes de I'élasticité utilséans les exemples sont :
1- rapport de fonctiony=u/v alorsey,x = eyx — évix I'élasticité d’un rapport de fonctions est égale a
I'élasticité de la fonction du numérateur diminwkecelle de la fonction du dénominateur
2- Produit de fonctionsy = u(x)xv(x) I'élasticité d'un produit de fonctions est égaldaasomme des
élasticités des fonctionssoiteyx = eux + Evix
3- Fonction puissance (voir infra V14y = X" alorseyx = “ I'exposant de la fonction.
3- fonction de fonctiony =f(u) alorseyx = &y x Euix
4- fonctions réciproquesdémonstration
Soity =f(x), la réciproque s’écritx = f (y)
eyix = Y'xX(Xly) etegy = f '1'(y)><(y/x) &1/f(x) et donceyy = 1/ Eyix les fonctions réciproques ont des élasticités
inverses I'une de l'autre.

c) Exemples:

Exemple 1
Soit la fonction linéaire affine P =5 — g/2000 (P>0 si g <10.000)
a) écrire la relation donnant I'élasticité de P papert a q
b) déterminer les valeurs de [élasticité en plusieuppints: successivement g=
2000 ;4000 ;5000 ;6000 ;8000. ; représenter grajgmpnt et interpréter les résultats
a) epiq= (dp/dq) x q/p& [1/(dP/dq) x p/q]
(dP/dq) = -(1/2000) c’est la dérivée, et donc (dpid g/p = - (g/2000P¥ par inversion a - (2000P)/q
Les calculs demandés donnent les résultats suivants

g [2000 4000 5000 6000 8000
P |4 3 2,5 2 1
epq | -4 -15 -1 - 0,66 -0,25

Représentation graphique :

P = 5 - g/2000, représentation de I'8lasticité

5
sp,g, =-4
4 ®

La réciproque s’écrit

g =-2000p + 10.000
10.000 est I'abscisse a l'origine
Et par exemple si p=5 ===>q=0

Epy =-1,5

Epy =1
2Pk =-0,66

EPy = -0,25

0

q

2000 4000 6000 gooo 10000

Interprétation simplifiée des résultats de I'exeenpl:

La mesure du degrés de sensibilité de P a g mqoed’élasticitésp,q est négativeDe plus, on constate
que lepygl (la valeur absolue de I'élasticitéyt décroissantke long de la droite. On passe d’une élasticité
« forte » (>1) a un&ible élasticitg(<1).

=> |l n’y a donc pas identité entre la pente (cortstpet I'élasticité variable en chaque point.

=>» La fonction choisie en exemple est représentate/éa relation qui lie la demande d’un bien awx pri
de ce bien. Ici P x et g = g. On retrouve si on le souhaite la relation congue= f(px), en
déterminant la réciproque de la fonction de I'exlEmpPH(q). Mais il est préférable de conserver cette
derniere forme nécessaire pour une représentataphigiue conforme de la fonction de demande (Ceci
sera développé dans la partie consacrée a I'émiilili marché). Dans ces conditions, I'élasticité
calculée £p/q) devienteqpy et est appeléglasticité de la demande par rapport au prix ou lagdicité prix
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directe de la demande »Elle indique comment varient les quantités demeasdiérsque le prix diminue

(ou augmente). La relation inverse entre les deardgeurs est donnée par le signe négatif de liéiast
Mais surtout, quand le prix est élevé (P=5), la dede est dite d’abord « fortement élastiqueys«(>1),

puis & mesure de la satisfaction, voire de la attur, les quantités demandées sont moins sensibiées
variation du prix (elle devient « inélastique »insi pour un prix P=4, une baisse de 1% du prixadne

une hausse de 4% des quantités demandées, tamdEoqu P= 1, la hausse des quantités demandées
n’est que de 0,25%. C’est I'une des élasticitéplas fréquemment calculée (voir plus loin).

Exemple 2 On détermine pour les valeursxdmdiquées entre parenthése la valeus,gées fonctions .
2a)y =-1,5x + 7,5(pour x = 3,75)

On applique I'expressiosyx = (dy/y)/(dx/x) = (dy/dx) x x/y (écriture différeiale), soit :

eyx=-1,5 (x/ (-1,5 x + 7.5) = (-1,5%3,751,5 x + 7,5= -5.675/1.875 = - 3

2b) Produit de fonctionsy: = (x2+5). (3¢ +5x). \/;(pour X =5)

Le produit est celui de deux fonctions polyndmes egt une fonction racine. Cette derniere s’éugsi

x/;=(x)l’” et donc I'élasticité est égale a I'exposant, ®oifl/n = 1/2). Au total, la somme des élasticités
est:

eyix = [(2X+X)/(x2+5)] + [(3Xx?+5) X [(R+5X)] + V2 = (2x2/x2+5)+(3x2+5)x/(x2+5) +0.5 =50/388/30+15/30

= 145/30 = 4,833

2c)ibid : y = (4x-6).(x?-(9/x)).(4/x]pour x = 3)

gyix = (4X/(4x-6)) + (2x+(9/x?)) x x/(x?-(9/x)) — 1 (edérivant correctement le second polyndme)
= [(4x3)/12-6]x[(2X + 9)/(¢-9)] — 1 = 12/6 + (54+9)/(54-9) — 1 =2 +7/5 - R4

2d) px = 8 - 0.8 x(calculereypy)

Pour calculetyy, il est nécessaire de determiner la reciprogigox), soit : 0.8x = 8 —px

= 8x =80 — 10p»>» x = 10 —(5/4)x

exipx= (-5/4)x(px/x) = -5/4 (8-0.8x)/x = (x-10)/x

Exemple 3 : Application des propriétés de I'élagdici
3a) Rapport de fonctions/:= (10x2+4)/X (pour x = 1,5)
eyix= [(20x % x)/(10x2+4)]-5 = [(20x?)/(10x3+4)] -5 = (20%2,25)/(%0,25%4) = 45/26,5 -5 = 3,3
3b) ibid : y = (6x+18)/x2+3x(pour x = 1,5)
exip [OX/(6X+18)] — [(2x+3)x/x2+3X] = [6x/(6x+18)] — [(@+3)/(Xx+3)] = [(X-2X-3)/(x+3)] = (-X-3)/(Xx+3)
=-1
3c)ibid : y = (2x2-18x)/x2+3(pour x = 3)
xipx=[((4X-18)xX)/(2x2-18X)] — (2xxx)/(x?+3) = [(4x-18(2x-18)]- (2x2/x?+3)
soit pour X = Zypx= (12-18)/(6-18) — (18/12) = (-6/-12) — (18/12) = -1
3d) Fonction de fonction et différentielle logaritmue :y = (x-5)° (pour x = 10)
On posey =f(Uy)® eteyy = ey xeux= 3% (XIX-5) = 3x/x-5 = 6
Ou en écriture logarithmique

Lny = 3 Ln(x-5) soit alorsyx.sy= (d Lny/ d Ln (x-5)) =3

et E(x-5/x) = X/(X-5) et dOﬂ(Ey/X:S(x_yx)x Eyl(x-5) = X/ x-5

3e)ibid : y = 6(x-5)

En passant en Ln , la résolution est celle de 3pljcapée a Lny = Ln 6 + 3Ln(x-5)

eyix= X/(X-5)

3f) y = (12-(1/x)} + 12 — 1/x (pour x=0.1)

En posant u = 12-(8) il ressort que la fonction egt= u*+u et donceyx= ey eux

= (y' o xu/UP+u)x(1/x2)x[x/(12-(1/x)] = [(3uz+1)uftu]xx/(12x2-X)

= [(Buz+1)/(u+1)]x(x/(12x2-x)yP» Six=0,1alorsu=2 etey= ey * eux®[(3x4)+1/4+1]%(0,1/(0,12-0,1)
= 13/5%10/2 = 13
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V13) Elasticité d'arc et élasticité point.(c6uné en Annexe de ce §)

La définition de I'élasticité fait intervenir desriations relatives. Mais celles-ci peuvent étesorées
de deux maniéres correspondant a deux définitiemspEmentaires de I'élasticité, dont I'une a été
exposée ci-dessus.
Supposons que la quantité demandée d'un bien Xggs3e de 90 a 70 unités, consécutivement a une
variation du prixpxde 7 & 9€.. Les points de coordonnées (90,7) €2)80nt respectivement dénommés
A et B. Un autre bien Y, voit également sa quardignandées {Jj augmenter de 900.000 a 700.000
unités quangby passe de 7 a 9€.
Nous nous proposons de calculer I'élasticité-phirate de la demande de X, de Y, puis de les coanpar
Comme il s'agit de traiter deariations nous utilisons le symbole}). Pour le bien X, la variation de la
demande a lieu entre la situation initiale (A€t la situation finale ou d’arrivée (BqgElle peut s’écrire :
Agx = Bok- Agx = 70 — 90 = -20
Cette variation esabsolue et reste dépendante des unités de mesure. Oergraefdonc mesurda
variation relative de la demanddonnée parAg«/Adx = [Bax- Agx = 70 — 90 = -20]/ Ag= 90
= -2/9 = -0,222. Plutdt que la situation de dégait on aurait pu utiliser au dénominateur la valeur
d’arrivée (B) et calculer ainsiAqgy/Bax = -20/70 = -2/7 = -0,286
On peut éviter de choisir entre (A) et (B), en ar@ta demande moyenne entre (A) et, [Btée Mq.
On sait que Mg= (Agx + Bagy)/2 = 80.
La variation relative des quantités est alors derpa le rapport Agy/Magy = -0,25, soit en pourcentages
-25%.
La variation relative paralléle du prpx est calculée de la méme maniere en recouraniméyanne du
prix px, soit :ApxXMpx = (Fs) — (Ps) / Mpx = +25%.

On appelle alorsélasticité d’arc(eag), I'élasticité calculée a I'aide de ces variationselatives
exprimée par le symbole\, selon la formule donnée en V121.
eas = (AQ/MQy) / ApXMpx = (AgQXApX)x Mpx/ May) = -1.
L’interprétation de ce résultat est la méme quéeadnnée dans I'exemple du V122, puisqu'il s’agit
nouveau de I'élasticité prix directe de la demande.

Les mémes calculs prévalent dans le cas du bieget ¥§ demande de ce biep ¢ n'est pas
difficile de conclure queag = -1 aussi pour le bien Y. Bien que les quantités sqius élevées, le
résultat est le méme (du fait de la simplificatttes nombres mis en rapport).

Nous confirmons ainsi I'une des caractéristiqued'@asticité :sa valeur est indépendante des
unités de mesurélle est donc un nombre sans dimension.

La définition mathématique que nous avons chqikis haut est de ce fait appetdasticité point
ou ponctuelle Sa raison d’étre est sa précision plus grandasibtenons en effet I'élasticité ponctuelle
simplement en passant a la limite le calcul demuians relatives.

Soit :egupx = 1im [(Agx/ax)/(ApX/pX)]
Apx— 0O

Des variations finies nous passons aux variatiofisiiésimales, et donc a I'écriture suggérée plus
haut au moyen des différentielles :
equpx = (daday) / (dpx/px), qui est une formule de définition, et a la fotende calcul:
Equpx = (dgddpx) x px/ax= (x)' X PX/Ox
ou élasticité point
remarque : dans la mesure ou nos calculs traietinidons fonctionnelles entre une variable exga
et une variable explicative, c’est généralemenlkasicité point que nous calculons, en I'appelant
simplemenglasticité

V14) Isoélasticité ole cas des courbes dites isoélastiques

Nous avons établi que I'élasticité possede uneuvatifférente en chaque point d’'une courbe. Ce
phénomene peut parfois poser des problemes d’'métatfpn en analyse économique (cas des études de
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marché par exemple). Pour I'éviter, les économistesurent a desiodeles &lasticitéconstante. Les
courbes utilisées sont alors ditesurbes isoélastique.

Recherchons les fonctions répondant a cette exegegde appelle (q) les quantités demandées et (p) le
prix.

On cherchegyp , tel que (dg/q)/(dp/p)= k une constante quelconque >0 ou <0. En chamhdean
dénominateur de membre, on(@q/q)= k (dp/p). En intégrant a gauche et a droite il vient

()= | k@)= 1+ | @
qui est égale selon le tableau des intégrales diates a :
In|g| = k In|p| + C (C constante d’intégratidai) posant C = I, il vient dans la mesure ou p et q sont
nécessairement >0, Ln g =k Inp € &t par exponentiation
&

— K
g=cXxXp courbe isoélastigu

On obtient la relation qui définit la famille desucbes isoélastiques, ou a élasticité constantewgn
point de la courbe. On démontre que la valeuréli@sticité est alors simplement égale a I'exposalu
prix dans la fonction puissance, soit = k.

En effet

Eqip = (da/dp)/p/g = (cxkxf')x(plexp®) = (cxkxp')/exp = k

On note gue ces fonction sont généralement du:tgpecste/p. On en déduit que si p (au dénomimpteu
est égal & p2 aloks -2 ; p alors= -1 (on est dans le cas d’uhgperbole équilatére; racine(p) ou p?
alorse=-1/2.

Enfin, le graphe des courbes isoélastique peutcétte d’'une droite a I'aide d’'une échelle doublemen
logarithmique (Log_Log).. En posant Q = Inq et g, lon passe de

Lhng=klnp+C D =kxp+C

C (=Inc) est I'abscisse a l'origine et k est le coeffitidirecteur de la droite et la mesure de I'élatici

de la demande. On comprend par cette simplificagmurquoi I'économétrie recourt le plus
frequemment aux modeles a élasticité constante.

Exemple (application)

Calculereypx pour la fonction x = 100/px2

expx = (dx/dp)xpy/x avec une dérivée qui est celle d'un rapportatetions(u/v), soit :

exipx = (-2x100)/R°%(px/X) et commex=100/px2=> sypx = (-2%100)/@°xpe/*(p2/100) = -2 ('exposant de
x=f(py)

Ou en passant en Ln : x = 100/xdn(x) = Ln(100) — Ln(px?) = -2Ln(px) + Ln(100)

Et donce,px = dLN(X) = - 2 (la pente de la droite logarithmagu

V2) Les élasticités de la demande et leur inteapicH.

On étudiel’élasticité prix directe de la demande (ERJéja ébauchée)l’élasticité prix indirecteou
croisé€EPC); I'élasticité revenu (ER)Comment déterminer leur valeur partant d’'une fmctde
demande a trois variablgsx; le prix du bien X, ;py, le prix d’'un autre bien Y ; et R, le revenu du
consommateur. La fonction s’écrivargy= f(px, py, R)
V21) Les élasticités prix : directe et croisédaldemande
V211) L’élasticité prix directe (EP)

Nous avons vu lI'essentiel plus haut. La formulest@ans le cas d’'une fonction a une seule vagiabl
(PX) @ o = f(pX) > equpx = (dgd/dpx) x px/gx. Lorsqu'il s’agit d’'une fonction a plusieurs variay, la
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dérivée par rapport @x est alors une dérivée partielfs; et R étant des constantes. Connues. La formule
est alors :

Equipx = (80x/8PX) X PX/Cx
[élasticité prix directe dans le cas d’une fonctior plusieurs variables)

V212) L’élasticité prix croisée (EPC)

La quantité demandée de certains biens n’est pgsuts indépendante ou uniquement déterminée par le
prix du bien lui-méme. Ceci est notamment le cas diens ditscomplémentairesou des biens
substituablegdéja vus plus haut : fonction utilité).

Lorsque augmente fortement le prix de I'essenceguantité demandée de véhicules peut diminuer
significativement (essence-voiture = biens complétaiess).

Lorsque le prix du beurre subit une hausse soudirdemande de margarine peut augmenter tout aussi
soudainement (beurre-margarine = biens substitsjable

L’élasticité prix croisée de la demande d’'un bieasore le degrés de sensibilité de la demande de ce
bien aux variations du prix d’un autre bien

Dans la fonction repérpy est le prix de cet autre bien. L'élasticité privisée du bien X par rapport au
prix du bien Y s’écrit alors :

Equpy = (80:/OPY) * PY/Ox
(élasticité prix croisé¢ dans le cas d’une fonction a plusieurs variable

Application sur les élasticités prix directe atisée

Soit la fonctionx = (R/px2) + (7py/pXx)

a) calculer I'élasticité prix directe de x quand R=D38 py =5
En remplacant = (330/px?) + (35/px¥ (330+3pHX)/px2
exipx= (359X/x (la fonction du numérateur) —g2<(px/x)] = (35x/330+3Px) — 2(330+3px)/ (330+3PpX)
En simplifiant = (3px/330+3%X) — 2 et spx = 6 alors
exipx= [(6%35)/(330%35x6)]-2 =1,61

b) calculer I'élasticité prix croisée de x quand R3Ot px = 6.
En remplacanx = (330836) + (7py/6) = (330+4y)/36 = (7/6py + 55/6
exipy= [((7/6)py=py)/((7/6)py+55/6) = (Py)/(7py +55) et spy =5, alors
exipy= (7%5)/(35+55) = 35/90 = 7/18

V213) L'élasticité revenu (ER)

Il parait évident pour l'analyse de la demande tpigevenu des consommateurs est une variable
déterminante, de méme que le prix des biens. Ibrepde connaitréa sensibilité de la demande aux
variations de reventEt, il va de soi que cette sensibilité ne sera @asdme selon la catégorie des biens
concerné. Ci-aprés est donnée une typologie él@nent

L’élasticité de la demande d’un bien par rapporreaenu mesure donc la réaction de la demange (q
aux variations du revenu (R). Suivant la méme ndgHha formule est alors :

gqur = (60x/0R) x R/gy
(élasticité revenu dans le cas d’une fonction a pdieurs variables)

V214) Valeur des élasticité et types de biensletabrécapitulatif
Soit la fonction de demande = f(px, py, R)

Les trois types d’élasticité, ainsi que les comraiees a tirer de leur valeur sont :
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Elasticité prix directe Elasticité prix croisée Elasticité revenu

Equipx = (00x/8pX) X px/Qy Equipy = (00x/0pYy) X gqur = (00x/0R) x R/ox
PY/Ox
Cas géneéraleypx<o Cas généraleyr >0
la demande diminue quand le prix Exipy™> 0 : Biens la demande croit avec le revenu
augmente substituables
Expx=0- biens de premiére £xipy < 0 1 Biens Mais deux cas généraux a
nécessité ou ayant peu de | complémentaires distinguer :
substituts.
expy= 0 1 Biens - &R <,1 ) biens normaux
Ex/px> 0. deux cas indépendants Ou nécessaires. La
- biens de Giffen ou demande varie moins que
alimentaires (ex : proportionnellement a R.
pain : la hausse du - &yr>1: biens supérieurs
prix peut entrainer la ou de luxe. La demande
hausse de la demandg) varie plus que
- biens Veblen ou de proportionnellement a R.
luxe ou ostentatoires Et un cas particuliegyr < 0 :

biens inférieurs ou de « mauvaise
gualité ». La demande diminue
lorsque le revenu augmente.

V22) Demande parfaitement élastique (€lasticitéfaita) et demande parfaitement rigide (rigidité
parfaite)

On a vu par I'exemple comment le long d’'une droiegrésentative d’une fonction de demande a une
seule variable (px) on pouvait lire le passage @’demande fortement élastiquel) a une demande
faiblement élastiquee€1). Ce c as est un cas fréquent. Il existe desypadiculiers.

- aune élasticité prixafinie (equpx —) correspond une droite de demapdealléle a I'axe des
quantités La demande est alors djgarfaitement élastiquede sorte que le prix reste constant
guelle gue soit la variation des quantités.

- aunegélasticité nulle (equpx =0) pour tout prix correspond une demapdeaitement rigide
La demande est alors une droite parallele a I'asepilix. Quelle que soit la variation du prix],
la variation de la demande est nulle.

.
p* px

Elasticité parfaite
rigidité parfaite

= % = %

Ce qui permet de conclure également qu'il existaléimen®B cas d’élasticité constante

gqupx = -1 lorsque la demande prend la forme d’'une hyperkgjglatere (cas de la fonction
logarithmique g = cste/p?)

gqupx —©, demande parfaitement élastique

gqupx =0, demande parfaitement rigide.
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ANNEXE au 8

V) 13

L’ELASTICITE D’ARC —EA-

L’ELASTICITE POINT ou PONCTUELLE —EP-

Définition
Dans un modeéle de typef(x) ouy est la variable
expliquée, et x la variable explicative, 'EA mesure
I'importance des réactions g€ une variation de la
variable explicativex.
L’EA évalue cette réaction entre deux points A at'ihe
courbe plus ou moins espacés et qui forment un arc

Définition
Dans un modeéle de typef(x) ouy est la variable
expliquée, et x la variable explicative, 'EP mesure
I'importance des réactions g€ une variation de la
variable explicativex.
L’EP évalue cette réaction en un point de la courbe

réaction de la variable expliquée (en

8y/x

ECRITURE MATHEMATIQUE GENERALE DES REACTIONS DE y A UNE VARIATION DE x, lorsque y = f(x)

%) E(y)

variation de la variable explicative (en %)

E(x)

Ecriture mathématique de I'EA entre A et B, dansless
de A vers B.

Variation de I'ordonnée de A vers B

gyx ou [E(y)/E(X)]

Vaion de I'abscisse de A vers B

Ayly) x 100
(Ax/x) x 100

=(...)% B0 <0

Le résultat

Par exempleine élasticité prix de la demandégativeest
tout a fait normaldUne élasticité égale a -2 signifie qu’u
variation dek% dex, entraine une variation de

(- 2xk%) de y.

Mais 'EA ne donne pas le méme résultat de A verstB,
de B vers A. Aussi utilise t'on kgariation moyenne entre
AetB.

SIGNIFICATION DU PASSAGE DE EA 4 EP

Ecriture mathématigue de I'EP au point C

Variation INFINITESIMALE de|
'ordonnée

Eyix ou [E(WY)EX)] =
Variation INHTESIMALE de

I'abscisse
gly dy X
Eyix = = x avey/dk LA DERIVEE
ot/x dx y dey =f(x) soity’
X
:y’ X
y
Le résultat

Si la dérivéey’), c'est-a-dire Ipenteest identique en
But point de la courbe, par contre le rapport)(dgns
la formule est différent selon les points. Aussiddeur
de I'élasticité n’est-elle pas la méme selon laatgo
Ainsi I’ élasticité prix de la demandegative peut
varier de [0 ....a....c].

Une élasticité égale a -2 signifie qu’'une variatien
k% dex, entraine une variation de (- 2xk%) de y.

L’ARC (A,B) le long d’'une droite est un segméimi de
cette droite.par ex :la fonction de demard&px):

pX P pX
A A
B
X X - X

Le segment fini posséde une limite lorsque en absci
AX—> 0. Cette limite est la dérivée en 1 poiat x;C—

» Au point (C) I’ élasticité d'arc devient
AX/IX X

lim %
Apx, O  Apx/px pX C'est donc la
limite du rapport des variations relatives, quaiad |
variation du prix (px) tend vers 0,C'est-a-dire
I'importance des réactions de x a waiation
infiniment petite du prix (px)ou de la variable
explicative

Exlpx =
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VI) Développement 1 de la théorie du comportementuwlconsommateur
I'arbitrage « Travail-Loisir ».

Apres avoir démontré I'existence d’'une fonctiond#gnande individuelle issue des choix rationnels du
consommateur, sur la base de ses préférencesdafod’utilité —ordinale-), nous pouvons appoxer
premier développement a cette théorie. En effetsranons jusqu’ici considéré le revenu « R » du
consommateur comme donné ou convaeable exogene&u modeéle. Or nous pouvons endogénéiser
cette variable, puisque la théorie marginalisteppse d’expliquer théoriguement, par la théorie des
choix rationnel et la méthode de la maximisationssoontrainte, I'origine du revenu du consommateur
ainsi que son importance telle qu’elle est souhpéele consommateur. Ce versant de la théorie néo-
classique est connu sous le nonarbitrage « travail-loisir » et vise la construction de fanction
d’offre de travailindividuelle. Pour éviter les explications thépres trop longues nous le traiterons au
moyen d’'un exemple, dont la résolution repose si&r méthode devenue classique et adapté a tous les
exercices portant sur ce sujet.

VI1) L'arbitrage « travail-loisir » tes principes

VI11) Letravail comme« désutilité »

La théorie néo-classique définithearché du travailcommeun lieu fictif de rencontre d’'undemande
de travail et d'uneoffre de travail. La demande de travail est le fait dksnandeursc'est-a-dire les
firmes placées en situation de CPP. Tandis qued afidividuelle de travail est le fait des offre(asissi
en CPP), c'est-a-dire des personnes désiredgshanger une partie de leur temps contre une
rémunération monétaireen exercant une activité. Aussi le consommatstil simultanément unffreur

de travail

Mais son offre de travail est traitée de manierdi@diére. Le consommateur-travailleur est en teffe
considéré commeétenteur d'un temps disponibtpr’il accepte ou non d’affecter a I'exercice d’'une
activité marchande, c'est-a-dea travail. Le travail est donc apparemmemt bien comme les autres
échangé sur un marché, et soumis a un arbitragedodl.

Toutefois, a la différence des autres biens, ipest I'individu unedésutilité ou il est pour lusource de
désutilité La théorie marginaliste considere le consomméatawailleur commedétenteurd’un temps
total (journalier) limité. La journée ne peut excéder 24 heures. Par coesgdudoit partager cette
dotation totaleentre letravail, et un autre biemppeléloisir. C'est le loisir qui est source utilité, et
c’est surla demande de loisir que toute l'attention de lédhe est portéeC’est une fois le temps de
loisir déterminé par le consommateur qu’est cororutemps disponible pour le travail. D’ou le pripei
fondamental selon lequel 'offre de travail ast« résidu »Elle est défini par ce temps qui reste une fois
soustrait le temps de loisir du temps disponibial to

Cette précision essentielle étant faite, le modkdebitrage « travail-loisir » se ramene ensuitéaa
théorie des choix du consommateamisqu’il s’agit bien ici d’'urchoix entre deux biens: le travail (ou
mieux le panier de biens que la rémunération monéii@ permet d’acquérir), et le loisir, dont la
meilleure définition ede temps de non-travalil

VI12) La fonction d’utilitéU = U(l, r)
Il n’est plus possible de considérer comme poindlélgart la fonction d’utilité U £J(x,y) telle qu’elle a
été présentée plus haut.
Le revenu (noté« r ») est maintenanéndogengou devient un argument de la fonction d’utili§on
équation découle de sa définitior r » est la rémunération de la partie du temps dispenijle le
consommateur consacre au travail. On peut donaidéfi = wt avec« w »le salaire par unité de temps
travaillé, et t » le temps consacré au travail.
Ce temps« t » est une portion du temps total « T » dont dispesednsommateur (T=24h dans une
journée). Par conséquentr » le revenu qui en est tiré ne peut croitre indafant sans que le
consommateur en retire de linsatisfaction. On w#re, en appelant | », le temps de loisir, que le
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consommateur accorde un privilege aemmps de satisfactiomet établit sur cette base une balance entre
«|»et«t» Cette double affectation du temps permet d’édiéguation du temps de loisid = T —t
& | =24 -t siladurée T n'est pas précisee.
La fonction d'utilité traduisant I'arbitrage « traN-loisir », vient compléter la théorie du compmorent
du consommateur. En supposant donné « p » les @riaus les biens, et le taux de salairg » (le prix
du bien travail), on peut poser que la satisfactisinune fonction croissante du loig)rét du revenur).

Elle s’écritU =U( I, r). Commel=T —t etr =wt, on a en remplacant :

U J (T-l, wt)

VI13) L'optimumetla fonction d’offre de travail

En appliquant la méthode de maximisation sous cogrgr =wt ou contraintede « budget-temps %
on démontre qu&a satisfaction optimalest obtenue pour uemps optimal de travail(t) vérifiant la
relation (condition du premier ordre) :

dU/dt=U’ =0 =-dU/d + w(dU/dr) et donc

(AU/df)
wW=——
(dUT/dr)

A l'optimum, le taux de salaire est égal au TMS du
revenu au loisir

soit : W = JAS, 4

Par conséquent pour chaque taux de salawes un temps de travait «, choisi par I'individu sur la
base de ses préférences, existe. Sa fonction wstidopar la relatiork w » ci-dessus, qui liec w » et
« t» Il est donc possible d’en déduilie fonction d'offre de travail par le consommatdtavailleur :
t=t(w) lorsque tous les autres prix sont fixés.

La fonction d’offre de travail individuellet=t(w) est une fonction particuliere dikecoudée »
On remarque tout d’abord que les préférences iddelies étant déterminantes, on ne peut rien afirm
a priori quant au sens de variation de la foncti®ar exemple une préférence affirmée pour le |pesirt
se traduire par une pente négative pour certaialesivdex w »
On explique alors la courbe représentative par &imisation sous contrainte, a laquelle on ajoute
guelques hypotheses complémentaire.
Le programme du consommateur-travailleur s’écrit :
Max U=U(l,r)
Sc:r =w(TH)
On sait que cela revient a chercher dans le plajp (v étant donné un point de tangence entre la droite
de budget temps d’équation = w(T-) et une courbe d’indifférence. C'est-a-dire déteer les
coordonnées de I'optimuM; dans le graphique d’abscigéeet d’ordonnéér).

draite de et temps
r r = wifd} On lit que le consommateur atteint un optimum gn
Q1 (r1,|1’ U*)
Il a donc réduit son temps de loisilla pour
N courbe dindifférence consacrer un temps (Ty= t; au travail et donc a
rt 1 I'obtention du revenu; rémunéré au taux
donné

s

Si en suite on fait varier la pente de la droitédoddget temps, c'est-a-dire le tamxalors la droite pivote
autour du point A du graphique (A est tel duel etr=0, et signifie que tout le temps est alors consacré
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au loisir). En introduisant plusieurs pivotemeniscessifs, le®ptima successifs décrivent alors une
courbe (noté). Cette courbe a la forme généralement admisessalis :

courdre résiftant des
muodifications du taux de
safame W fe® w )

r

fa droite de budgef
famps pivote aufour o
pomt "A” en absoiese.

rr

e

La courbe ci-dessus n’est pas celle de l'offrerdeadtil. Elle est une relation entreet|. Toutefois
étant paramétrée parw » il est possible d’en déduire une autre courbbe cke 'offre de travall
(notéey), représentative de la relation entrett (avecl=TI). Soit la représentation suivante

p courbe d'offre individuelle de
w travail
t = t{w)
W
>

Cette courbe traduit le fait constaté dans la sspr&ation de la courlié que la pente de celle-cir(dl)
est positif a partir d’'un certain niveau de salareci elle est négativet @décroit)a partir d’'un certain

niveau de salaire.

En admettant quelques hypothéses complémentairebt@nt I'allure de la fonction d'offre de
travail la plus classique, et qui est la suivante :

o courbe d'offre individuelle de
W C travail
t = t{w)
forme compléte

wu - m m m m o=

> ¢

ou offre de travail

Les hypotheses admises concernent les pointss ettégvalles qui les séparent :
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Wo est le seuil de subsistance, c'est-a-dire le nivka salaire ou commence I'offre de travail car il
couvre exactement les codts du travailleur consaeuma

[A=>B] I'offre augment a mesure de la croissance daiisal

[B=>C] I'offre de travail diminue a mesure de la craisse du salaire, manifestant la préférence du
consommateur pour le loisir, et a I'inverse,

[A=>D] I'offre augmente du fait de la baisse du salamanifestant la préférence du consommateur pour
le travail, dans le but de maintenir son revengéraeitr.

VI2) L'exemple de la fonction de préférence : Wx+4L+4 =L k+4) + 4
avec L le temps de loisir.

En appelant T, le temps consacré au travail, et li cehsacré au loisir, aucours d’'une journée de 24h
ona T T+L = 24.

On se propose

1) de formaliser I'équation de la contrainte dedrtden appelanrt s »le salaire nominadt

«W » =s/p, le salaire réel.

2) de déterminer le temps de travail optimal duscommateur lorsque w = 0,5». Par hypothése, on
pose p=100, et doree=wp etw =5/0,5.

3) de déterminer I'équation de daurbe d’effet prixou ensemble des salaires réels optimaux quane vari
le salaire réel.

4) de déduire I'équation de la demande de loisi (L{w)) et celle de I'offre individuelle de travdir =
T(w)) dont on fournit une représentation.

1) Comme le montre I'équatiom = s/p, le salaire réel est le salaire nominal rémunération par unité
de temps de travail effectivement percue, pondéréepprix du panier de biens qu’il permet d’achete
L’équation de la contrainte budgétaire est obtezru@assant de la contrainte de temps a son exmmnessi
monétaire. On s’inspire pour cela de la contrailiteonsommateur :

R = xpx + ypy. Elle montre que le revenu (R) est égal a la dépenale du consommateur.

On retrouve pareille équation en posant les idengtivantes :

R =r = 24> =» s’il consacre tout son temps au travail, le consateur peut au maximum obtenir un
revenu potentiel égal a 24 fois la rémunératiorainer

La dépense totale du consommateur est nécessatreamposée de biens (pour la subsistance ou plus).
Il achete pour cela une quantité de biens netée au prix du marché p » Cette dépense s’écrit X g
dépenses en X, le panier de biens.

Il peut cependant ne pas consacrer l'intégralitéesienur a I'achat de bien. Dans ce cas il économise du
temps, qu’'il consacre au loisir. Cette économigeteps représente prix du loisir, et se mesure par la
renonciation a la rémunération horaire (s) pondépze le temps concédé au loigly). L'achat de loisir
peut donc s’écrire : 4 Cette dépense est aussi appeléolt d’opportunité du loisjrsignifiant par la
gu'’il n’est pas gratuit puisqu’il exige la renontd a un autre bien (ici la déperns9.

Au total, I'équation de la contrainte budgétaire:es

24s=px +Ls

Dans le planlQw), en passant &k » a gauche, elle devient :

L=-(p/9)xx +24 =-Lw+ 24

On pouvait la déduire sous cette forme plus rapetgmsachant que T + L = 24 est la contrainte de
temps.

En absence d’épargne, la dépense totale maximate gériode est nécessairement égale au revenu total
du travalil, soit :

Px = sT on peut en déduire T = x

En remplacant T dans la contrainte, on a: T +L s)Xp# 24. Ce qui permet en passant L a gauche de
retrouver I'équation L = -(p/s)xx + 24 = -1/Mv xx + 24 (puisquew = g/p).

2) On applique la méthode de maximisation a k, é&s quantités consommeées de biens « L »xet. «
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La contrainte de budget et sa représentation gémueét Elle s’écrit puisqu&v = 0,5, en remplacant
dans I'équation générale : L = (-1/x5)24 = -X +24. Sa représentation appelée AB est classique.

S’il renonce au travail, il consomme au maximunosdiéquation de la contrainte : L = -2x +24 e(-si
2x = 0) alors L = 24. C’est le point A en ordonmiegraphique.

S’il renonce au loisir, la contrainte s’écrit :x-224 = 0=» x = 12. C’est le point B en abscisse du
graphique.

Par hypothése, puisque p=100, et que le consommaépense alsr(x.p) < 12x100 = 1200, on en
déduit que ceci est équivalent (24x100)/0,5 = 186 (Txp)iv , et donc la quantité de biens
1200/100.

Au total, les points de rencontre avec les axeg $arB) = (24,12). La recherche algébrique de
'optimum peut étre réalisée selon la méthode duoptacement, en portant I'équation de la contrainte
budgétaire dans I'équation de la carte d’indiffée(U).

SoitU=1Ix+4L+4 =L (+4) + 4, et comme L = ¥+24, alors : U = -2 +16x +100.

Cette fonction admet un extremum lorsque sa dégwémiere est nulle (dUxd=0) ; cet extremum est
un maximum lorsque sa dérivée seconde est néddéédx = 0).

dU/dx =-4x + 16 = 0 poux=4, alors L =24 —2=16 et T = 8 ainsi que U = 132.

La dérivée seconde est bien négative = -4. L’'optnale satisfaction est atteint au point de tangence
Q1 (Uy, L, X) = (132, 24, 4).

Exemple : arbitrage “travail- loisit" : question 2
recherche de l'optimum

4) On adopte la méthode vue pour les biens x et yfdogtion d’utilité doit préalablement étre
transformée en équation générale des courbes fiératice.
Soit U = Lx+4)+4 d’ou L = (U/x+4) — 4.
On recherche ensuite I'équation générale du JMSdL/dx = L / x+4
On sait qu’a I'optimum le TMS = le rapport des psgjt :
L/x+4 = pk= 1M
Cette expression peut étre remplacée dans la auetde budget. Tous les optima doivent donc vérifie
égalité :
Ancienne contrainte L = -(u)x +24 en remplacant (1/w) par (L/x+4) elle devient :
(L/x+4)xx +24. Soit alors L = -(W)x +24 = - (L/x+4)x +24
En changeant de membre on en déduit I'équatiefiet’prix représentée dans le plan .0
L = (12x + 48)/x+2 = 12 + (24/x+2)
On retrouve évidemment I'optimum pour x=4 alors L = 16.
La courbe d’effet prix a alors l'allure suivante :
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E?) De méme que nous déduisiqns la fonction de ddendiun bien, a partir de la CEP, il est possibie ic
également de deduwe_la fonction de demande d& lois L(w) et celle nécessaire pour construire la
courl?e djoffre de travail, la fonctionaffre de travailT =T(w).
ge I'égalité TMS = le rapport des prix, soit : L&« ps= 1M, on déduik = Lxw — 4
onnaissant I'équation générale de la contrainte-(1Mw)x +24, on peut remplacer= Lxw — 4
. , = — 4, pour
obtenir : L = -(Iw)x(Lw-4) + 24 = -L +(4W) +24 P P

L’équation de la demande de loisir est aldrs= (2/w) + 12, et comme T = 24 — L, alors I'’équation de
I'offre de travail est T = 12 — (20v).

Représentation graphique w Salaire réel

. 5 ! - 76 1
(’est 1’équation d’une branche d’hy- '

perbole tournant sa concavité vers la
gauche (voir figure 7), d’asymptote
T = 12, et qui coupe I’axe des prix réels
i ’ordonnée 1/6.

11

5/6

ASYMPTOTE

Notons que, A partir du point ot I’offre
de travail s’annule, ¢’est-a-dire en des-
sous de w = 1/6, la courbe d’offre est
confondue avec ’axe des ordonnées.
Toute la journée est consacrée au loisir
(L = 24) et le consommateur atteint un
niveau d’utilité U = 100. On peut en
conclure que la consommation du bien
X n’est pas absolument indispensable
au consomimateur. 0 2 4 6

2/3

1/2

1/3

1/6

12

o

24 22 20 18 14 12

Graphiquement, sur la figure 6, on constate que, pour tout prix réel 0 < w < 1/6, on
se trouve en présence d’une solution « en coin », avec optimum fixé au point A.

On remarque que, compte tenu de la relation évidente unissant dans tous les cas L
et T (T = 24 — L), il est inutile de construire deux graphiques différents pour la
demande de loisir et pour I’offre de travail. Un procédé graphique tres simple per-
met de les représenter par une seule et méme courbe, en retenant pour axe des abs-
cisses la valeur de T, croissant de gauche a droite, et en lui adjoignant juste en des-
sous, avec les mémes échelles, une demi-droite représentant les valeurs de L
correspondantes, croissant de droite & gauche, depuis L = 0 pour T = 24 jusqu’a
L = 24 pour T = 0 (voir figure 7).

Dans cet exercice, il n’est pas besoin de faire varier T jusqu’a 24, puisque I’on
constate que I’offre de travail ne dépasse jamais 12 heures (abscisse de I’asymp-
tote), quel que soit le niveau du salaire réel.

Remarque : On pourrait aborder ce probleme sous un autre angle en envisageant le choix
du consommateur, non entre un bien et le loisir, mais entre le loisir (L) et le revenu
monétaire du travail (R =s-T).

Le principe d’optimisation est similaire, le prix relatif de travail (w = s/p) étant inter-

prété comme le rapport entre un indice de salaire et un indice de prix des biens de

consommation. On maximise dans ce cas : U = U(R, L), sous 1a contrainte :
T=R/s=24-L

(extrait du manuel)
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VII) Développement 2 de la théorie du comportementlu consommateur : La consommation sur
plusieurs périodes et la possibilité de I'épargnet €e I'emprunt :
les choix intertemporels du consommateur

VII1) Définitions des chois intertemporels
En étudiant les choix du consommateur nous avonsséxfessentiel du modéle de basewditrassien
et marshallien De nombreux raffinements lui ont été apporté poéduire les insuffisances.
Manifestement, le point faible principal estlractere unipériodiquée I'analyse.
Nous avons fait comme si tous les arbitrages ds@omateur étaient réalisés dans une méme période
de temps. Nous avons gommé de la sorte le faitlgu®nsommateur, comme tous les autres agents
economiques, essaie toujoufanticiper sa situation pour maximiser sa satisiag, et ceci sur la plus
longue période possible. Un exemple évident estceomportement d’épargne et d’emprunt, qui le situe
en longue ou moyenne période.
En cherchant a combler cette insuffisance, nous tpTe dans I'analyse dite desjuilibres non
walrassiens et donc cellades choix intertemporelsCette analyse (micro et aussi macroéconomique),
dont I'epicentre est le conceglanticipations, a constitué une véritable révolution dans la genso-
classique, ceci dés le début du XXsiécle, pour se prolonger notamment chez M. Fraadn®On la
retrouve dans I'un des courants récents de la pens&o-classique sous I'expression dehéorie du
déséquilibre » Un exposé didactique se trouve dans : Antoineutlifine :« Monnaie, croissance et
déséquilibre Economica, 1985).
En guise d’introduction simplifiée a ce développehumla théorie du consommateur, nous étudions par
'exemple les comportements de choix du consommal&os un horizon limité a deux périodes.
La question générale a laquelle nous répondons estomment le consommateur maximise t'il sous
contrainte sa satisfaction lorsque disposant d’'uevenu, il anticipe ses dépenses de consommation en
ayant la possibilité d’épargner et d’'emprunter, splusieurs périodes (ici : deux)

VII2) La maximisation de la satisfaction dans wmiion de deux périodes : Etude d’'un exemple.

Le consommateur est dans cet exemple (fictif) Uariga dont le contrat de travail sur deux années
prévoit les conditions ci-dessous :

Périodes Nature du contrat Montant de la rémunération :
R
Année 1 Travail posté R1 = 160 K€/an (milliers d’€)

Durée hebdomadaire importante

Année 2 Travail a tiers temps R2 = 42,4 K€/an (ibid)

Par hypothese :
- Les prix sont stables sur les deux années
- Le consommateur ne prend ses décisions d'épargtiereprunt que sur les deux ans
- Le consommateur n'a en fin des deux périodes auépargyne, et aucun credit.

Le but de I'exercice : En nommant; et G, ses consommations successives, on essaie de daaerm

comment il répartit celles-ci sur les deux annéedin de maximiser sa satisfaction_totalebtenue
pendant les deux années.
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Les questions :

1- L’hypothese de départ est que le consommatewsorome chaque année exactement ce qu’'il gagne.
Placer alors le point A, représentatif de la presmi@ombinaison , dans un graphique d’'abscissetC
d’'ordonnée G L’échelle peut se limiter a [0-220 KE£].

2- On suppose que taux de l'intérétest nul(i=0).

2a) Quelles combinaisons possibles detdG, le consommateur peut-il atteindre compte tenu de
son revenu ?

2b) L'ensemble de ces combinaisons pouvant étignéds le long d'une courbe, donner
I'équation de cette courbe

3- On suppose que le taux de l'intéré6%/an. Le consommateur dispose donc de possibilité de
placement de son revenu dés la premiére annéeéfgogne est donc susceptible d’accroitre le revenu
de la seconde année. La consommation peut s’emetranodifier, et étre plus importante la seconde
année.

Déterminer alors I'ensemble des combinaisons des@mmation réalisables dans cette nouvelle
hypothése. Tracer la courbe représentative suréemgraphique

4- Jusqu’ici nous ignorons le niveau de satisfactitieint suivant ces différentes combinaisons.nOus
savons qu’il s’agit d'un critere de choix importaAussi, faut-il confronter maintenant ce critaxecla

« préférence pour le tempsdy consommateur que nous venons d’identifier. Blogplement, il faut
prendre en considératiosa carte dindifféerencecelle qui donnda répartition intertemporelle des
consommations considérées par lui comme équivalente

On appelle ces nouvelle carte d’indifférenda, carte intertemporelle d’indifférence Elle est la
suivante :

U = (C, xC,)/106

4a)Représenter les courbes de niveéiu= 64 et Y = 100.Interprétez la forme de ces courbes.
4b) Déterminer la répartition optimale des consationsC; et G, lorsque i=6%/an
4c) Comparez par rapport aux hypothéses antérieures

Réponses aux questions :

1- L’hypothése de départ est que le consommateur consomme chague année exactement ce
qu’il gagne. Placer alors le point A, représentatif de la premiére combinaison, dans un
eraphique d’abscisse Ci1 et d'ordonnée C,. L’échelle peut se limiter a [0-220 K€].

Suivant I'énoncé, les consommationsef G sont égales au revenu respectifeRR, soit -
C1= Ry = 160 K€ =>» abscisse du point (A)
C, =R, = 42,4 KE€=>» ordonnée du point (A)

2- On suppose que le taux de l'intérét est nul (i=0).
2a) Quelles combinaisons possibles de Ci et Cp, le consommateur peut-il atteindre compte
tenu de son revenu ?

L’hypothése d’'un taux d’intérét nul est importam elle signifie que le consommateur ne peut pas
considérer I'épargne de son revenu comme une atteena la consommation. N'ayant pas a faire
d’économies, il peut consommer en respectanies deux angd’égalité de son revenu et de sa dépense,
soit :

Ci+G =R +R =160 + 42,4 = 202,4 KE.
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2b) L’ensemble de ces combinaisons pouvant étre alignées le long d’une courbe, donner !"équation de cette

courbe.
La courbe en question est une drodgelle de la contrainte de budgetNous savons gu’elle s’écrit en
régle générale :
C, =f (Cy), qui signifie que la dépense totale eneSt fonction de la dépense totale en C
L’éguation se déduit aisément de la précéden)effisque ¢+ C, = R, + R,, alors
C=—G+(R+R)=-C + (160 + 42,4) = - ¢+ 202,4 KE.

C, =- C;+ 202,4 doit figurer dans le graphiqueOn remarque
- d’abord que cette droite est toujours de pentelershjue le taux d’intérét est nul
- puis, que I'ordonnée a l'origine est 202,4 soif RR»). On note (M) ce point, qui signifie que si
le consommateur s’abstient de consommer en an(@ge=10), alors il pourrait consommer 202,4
en anneée 2.
- Enfin et de maniére symétrique, que I'abscisse rglite est aussi 202,4. On note (N) ce point,
qui a le méme sens que (M) mutatis mutandis.
Le tracé de la droite permet de voir que le poinvéifie la contrainte. (voir ma figure).

3- On suppose que le taux de l'intérét i=6%/an... Déterminer alors l'ensemble des combinaisons
de consommation réalisables dans cette nouvelle hypothése. Tracer la courbe représentative sur le
méme graphique.

Un taux d’intérét non nul entraine une épargneggussit le revenu en année 2. Quel est alors ldanbn
épargné la premiére année, et quelle sera la armssconsécutive du revenu la seconde année ?

Le montant épargné ou E Ry — G, soit Revenu — part destinée a la consommatianage 1.

L'intérét percu la seconde année s’écrit si le tdumtérét est(i) : E; x i. CommeE; = R, — G, en
remplacant on obtient ;;Ex i = (R, — G) xi. Cette équation donne la croissance du revenu.

Par conséquent sur les deux années le revenuntaéaR* est de :

R*=R;+ R +[(Ri— C) xi.]

L’ensemble des combinaisons optimales respectenaainte. Quelle est-elle ?

Le consommateur doit équilibrer sur les deux anséedépense et son revenu total. Ce qui s’écikitt: R
R, + [(R]_—C]_) XI] =C+G

Elle devient sous la forme ,G f (Cy) : C, = - (14) C; + (1H) Ry + Ry et en donnant leurs valeurs a R et
ai onobtient C,=-1,06 G +212. Pour la représentation graphique, on note que :

- Le point (A) précédent, obtenu en I'absence d'épargespecte cette contrainte

- L’ordonnée a l'origine est RT* = 212. On note (M*% point qui S’interprete comme (M).

- Symétriqguement, I'abscisse a l'origine est 200a@t A12. On explique ce résultat de la maniére
suivante. La croissance du revenu en année 2g@astsultat d'une épargne en année 1. Or le
consommateur aurait pu se comporter differemmenaceeptant de ne rien consommer en année
2. Dans ce cas, le reveng&urait pu étre consomnen année une. Ce revenu d'un montantR
42,4 n'a pas cette valeur en année une, ceperidanileur de Ren année une est obtenue en
actualisant par le taux de l'intérét la somme ded4EZette valeur est appelé en mathsvaleur
actuelle »ou VA.Comme il s’agit du revenu,Rn noteVA(R,) = R,/ (1H) soit 42,4/1,06 = 40

S’il s’abstient de consommer en,; Re consommateur peutréaliser une dépense totale de

consommation égale a 3 R 160 + 40 = 200. On note (N*) ce point d’abscisse.

Apres avoir représenté la nouvelle droite de bydgetnote en conclusion gu’il s’agit de la droite

« classique », mais dans un contexte intertempBrekffet, la pente de la droite de budget dépend

ici du taux de lintérét.
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4- Soit la carte intertemporelle d’indifférence : U = (C1 x C»)/106
4a) Représenter les courbes de niveau U%= 64 et Us = 100. Interprétez la forme de ces courbes.

Il suffit dans I'’équation de la carte de remplatkpar les valeurs 64, puis 100, et d’exprimered
fonction de @, pour obtenir I'équation des deux courbes de nivamad’indifférence temporelles (année
une, puis année deux).

Les courbes U et U, représentent I'ensemble des combinaisons appoleanmhéme niveau de
satisfaction. Un méme niveau de satisfaction sgrgue le consommateur accepte des substitutions
entre les deux années ; il est indifférent a comsenen année une ou en année 2.

On représente graphiqguementést U, a partir des équations suivantes pour U consgaiteeU* :
De U =U(Cyx Cy) = C x C,/106, on isole successivement les fonctions 1€ (1/G) a partir de :
U*=Cyx C,/106=> U*/(Cy x &) = 1/106 d’ou 1/(106xU*) = 1/(CxCy). En isolant et en donnant ses
valeurs & U* , on obtient :
1/C,= C4/6784 pour U*=64 et 1/G = C;/ 10600 pour U* =100 .
Par exemple : pouriG 160, on obtient sur U*= | 64, 1/G= 0,0235 soit en inversant€42,4. on
retrouve ici les coordonnées du point A (questipn 1

De méme on obtient pour; € 160, sur U*= Y= 100, 1/G= 0,01509 soit en inversant<
66,25.

=>» Voir le graphiquedont I'échelle est approximatiye

MAXIMISATION DE L'UTILITE DANS LE TEMPS,
c2 ou Optimisation des choiz intertemporels

G0 120 130 (N 220 C1
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L’interprétation de ces deux courbes reposdesurpente On sait que la pente de la tangente en
un point d’'une courbe d’indifférence est le TMS. £'le cas ici, ou par exemple la pente de la tabegen
la courbe Y s’écrit : - (dG/dC)u1. Elle mesure le taux de substitution intertemporel{81).
Le TSI entre C; et G, estle multiplicateur qu’il faut appliquer a G pour compenser la réduction de la
consommation en ¢ tout en maintenant le méme niveau de satisfaction
De cette définition il ressort que si le consommatgait indifférent & consommer en année une ou en
anneée deux, le TSI serait toujours égal a -1. Gretairbes d’indifférence tournent leur concavitésve
haut, et ne sont donc pas des droites. Ce phénoiraxhdgt la préférence pour le présent (versus
dépréciation du futur), laquelle entraine des valsudu TSI >1, et d’autant plus importantes que C
est faible (la pente est plus forte a gauche)

Du TSI on peut déduire T _ou taux de préférence pour le tempsu encore« taux d’escompte
psychologique du consommateuiavec :

T =[TST} 1

Il sert a I'interprétation . Ainsi, lorsque en un point on a , par exemple ¥&1,20, cela veut dire que le
consommateur réclame urerime (pour le tempsy égale a 20, pour reporter une dépense de 100 de
'année 1 a I'année 2.

On peut démontrer qu’a I'équilibre, ou optimum, estifiée I'égalité entrde taux de préférence pour le
temps etle taux de l'intérétsoit :

A l'optimum : tpT =i

4b) Déterminer la répartition optimale des consommations Ci et Co, lorsque i=6%/an.

Déterminer l'optimum c’est maximiser sous contraintOn adopte la méthode simple dite du
remplacement.

On porte pour cela la contrainte € -1,06G + 212 dans la fonction d'utilité¢ U = ¢((C,)/106 pour
maximiser U = -0,01¢€ + 2G. Cette nouvelle fonction admet un extremum au tpoinsa dérivée est
nulle, soit : dU/dg = -0,02G + 2 = 0. Cette condition du premier ordre est w&ifpour G= 100, G= -
1,06G + 212 = 106, et alors U=U*=100.

L’extremum est un maximum si la fonction vérifiedandition du second ordre, soit : d2Uj8&0. Ce
qui est vrai puisque d2U/d€=-0,02 < 0.

Le Maximum ouoptimum est don® (U, C,, C,) =Q (100, 100, 106).

4c¢) Comparez par rapport aux hypothéses antérieures.

Il y a deux autres cas : celui du point A déternphés haut, et celui non encore envisagé, maisé&egg
.-Au point A, nous supposions que le revenu denBgncourante était consommeé. Les coordonnées
correspondant au choix du consommateur étaierg ald(G= 160, G=42,4 , U=64).
- Mais le consommateur peut aussi déciderégartir au mieux ses consommations entre les deux
années, sachant que le taux d'intérd@. Quel serait alors I'optimum ?
Nous connaissons la contrainte,:£-C, + 202,4 (question 2b).
En remplagant dans la fonction d'utilité on obtilnhouvelle fonction :
U = -(1/106)G2 + (202,4/106)¢
La condition du premier ordre est : dU/JE- (2/106)G + (202,4/106) = 0. Elle est vérifiée pour
C,=C,=101,2 et alors & 96,6.
La fonction vérifie aussi la condition du secondrerpuisque sa dérivée seconde est —(2/106) <O.
On ne représente pas ce niveau d'utilité.
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Conclusion Générale sur la TNG

1) L’enrichissement de I'univers des choix.

En raisonnant comme précédemment a I'horizon de géuwdes, le modéle des choix intertemporels
est évidemment plus riche que la présentation iguit\d’en étre faite.
Il ressort de la présentation proposée par A. diAute (op.cit.) que la maximisation sous contrainte
prend la forme du programme suivant :

Max U (Qq, Qz, My/P1, Ma/P2)

s PO+ My By =wi Ly +m + Iy

Avec M) 2 0ea My oo

-

Les variables du programme désignent respectivement

Q: et @ = I'équivalent de et G = consommation aux deux périodes

L, et L, = les offres de travail

n; etn, = les dividendes recus (des placements en titesslers)

M; et M, = les encaisses hominalesrmonnaie liquide

Le consommateur peut de plsheter(B; >0) ouvendre(B1 <0) des titres a uprix actualisé
1

S:_,_

1+1

Enfin, le consommatewnticipe w, et B, c'est-a-dire les niveaux de salaire et les prixadeériode 2,
ainsi que les dividendes. Ces variables sont supposéssgéne®t donc données et non déterminées
par le modele.

La solution du programmde maximisation consiste a simplifier la contraipiour I'écrire sous une
forme unique :

P1Q1 +sPoQo+ (1M1 + sMo = wil 1 + Swolo + 11 + ST+ Mo

Ecriture qui montre sur les deux annéesiépense totalémembre de gauche) égale la somme des
revenus percue dievenu totafnoté R).

C’est la présence de la variakles »qui témoigne de #ictualisation Cette variable est en effiet colt
d’opportunité de la détention de monnaie liquidar hypothése ce colt est sensiblement égatra
période 2, et égal a @~ i) en période 1.

Le résultat de la maximisatiaonne alors une demande de consommation dépertistarix relatifs,

et du revenu (R) réel exogéne., soit :

Q1 (s, B/PL,R/IP)

Un tel modele a choix étendus montre pour reprefedrenots de I'auteuw I'importance cruciale des
anticipations » Celles-ci renvoient a I'importance tleorizon temporeldu consommateur. Ainsi, sur un
horizon temporel assez long, le consommateur ragspiutdt en terme de patrimoine »ou de« revenu
permanent »ll n’est pas alors conduit & modifier fondamestaént sa consommation. s'’il anticipe par
exemple un risque de chdmage de courte durée. N@asithpeut aussi anticiper de maniere pessimiste.
Dans ce cas l'impact peut étre plus grand, et fs@mmateur peut dans ce cas porter sa propension a
consommer (=dépenses de consommation/revenu) esunsupérieur a 1, et donc s’endetter.

Les variables que nous venons de passer en remiec&rtaines sont exogenes, n'épuisent pas lelmode
puisque d'autres versions font apparalée transferts monétaires de I'Etati consommateur, ainsi que
la dissociation réalisée par le consommateur elécesion d’épargne (% constant du revenu) et ctieix
portefeuille (choix entre monnaie et titre).

2) D’autres développements du modéle : I'apprath& Lancaster ; décisions et choix en
avenir incertain.
Si les choix intertemporels (dofes anticipationskgt I'offre de travail, constituent assurément le
développement le plus significatif, la période emnporaine a été marquée par d’autres raffinements.
Citons sans explicitations :
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- L’approche de Lancaster A new approach to consumer theoryPE- 1966. L'auteur redéfinit
la source de I'utilité de I'approche traditionn€tois différences sont importantes :

a) ce sont les caractéristiques des biens qui iksent de I'utilité et non les biens eux-mémes

b) un bien posséde plusieurs caractéristiqueslieseci peuvent étres partagées par plusieurs
biens.

c) les comportements des individus prennent en toheg caractéristiques d’'un bien et non
les caractéristiques des différents biens. Par pkente bienlogementest estimé suivant :
I'emplacement, le confort, le nombre de piécesuldiace etc....

On reconnait a cette approche l'intérét d’expligpeur quoi un bien cesse d'étre completement
consommeé. D’ou son succes miarketing et aussi en économie internationale dans le caooariatra-
branche.

- L’analyse traditionnelle gomme le prineigedécision en avenir_incertainet donc l'incertitude.
Le renouvellement de I'analyse consiste a raisodaes un futur probabilisé selon deux résultatai v
ou faux. Le probléme sous-jacent est ancien (BdlirioiB2), et repris en 1944 par Von-Neumann et
Morgenstern. Ces derniers ont proposé une foncfiatilité soumise a trois casil y a aversion pour le
risque, ou préférence pour le risqueu enfinindifféerence au risqueLes auteurs Friedman et Savage,
donnent (1948) une autre version de la fonctiosafai ressortir I'essentiel de la maximisation délité
enavenir incertain: le critere pertinent du choix datmaximisation de I'espérance d'utilité

_}K_
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