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RAPPELS DE

Partie 1 : généralités

MICROECONOMIE
Document de cours

MATHEMATIQUES
Partie 2 : apisation

Partie 1

: généralités

Dérivée et différentielle

Nombre dérivé (A)

Fonction dérivéef(xo)

Fonction linéaire tangentefa

Fonction affine tangentefa

Graphique de la fonction et de sa dérivée
Théoréme de la valeur approchée et graphique ds
différentielle

Modes de calcul de la dérivée (exemples)
Dérivée d’une fonction composée
Geénéralités sur les fonctions (Monotonie,
Continuité, Convexité)

Principales regles de dérivation

Les puissances

Les déterminants

Dérivées partielles et différentielle totale

Optimisation : méthode du multiplicateur de
Lagrange

Théoréme de Kuhn — Tucker

Développements de la méthode du multiplicateur

Lagrange
Théoréme des fonctions implicites

Dérivation oudifférentiationen un point :
Nombre dérivé (A)
Soit l'intervalle | tel que ]...%...[
Si existe Atx et existed(x) une application
de ldans R
Si existe El, alors : f(x) = f(>0) + A (X-Xo) +
b & (X-Xo) etlim 8(X)(qdx=>xo) =0
Ou si x =% + h (xo + hEl) avech

I'application linéaire tangente,
Alors fOeth) = f(xg) + Ah+h6(xo + h)

etlim 6(xo +h) (qd =0) =0
A est appeléombre dérivéoudérivée de (f)
au point x.
La dérivée est notdg ou siy = f(x), notée
Yo
Remarque 6(x) pour x=0 ow(xo + h) pour
h=0 ont une valeur conventionnellement
égale a 0, de sorte que la fonctbosoit
continue en ¥ sinon leur valeur est
indéterminée (par exemplelsiO le terme
0(Xp + h) peut prendre n'importe quelle
valeur).

Dérivation oudifférentiationen un point x:
d®&Nombre dérivé (A) — Autre définition

f est dérivable engsi existe A tel que :
fx) — flxp) flxgthy - t{xp)

Iim L

L’application linéaire tangentefé&n » ouh

x3x h0 =4

(&)

application de I dans R

(oth)—x
application linéaire tangente

Est une application de R dans R, telle que :

h_____ , Adx(nombre dérive)

ou h

f'Xo xh (fonction dérivée)

Cette application linéaire est appelée différeniigetie la fonction h au poinko. Elle est

notée

dfxo(h) =  xoxh

Fonction affine tangenteféen x de typey = ax ou ¢(x)

dérivabilité
a droite

Fd(xo) .,

¥
dérivabilité = fi(x0)
a gauche
f'g(xo0)

9(x) =f(Xo0) + A (X-Xo) ouf(Xo) + f' (Xo) (X-Xo)
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=» Théoréme toute fonction dérivable eny ®st continue en ce point

La fonctionf n’est dérivable enpgue si elle est dérivable a gauche
et a droite. Si elle vérifid 4(Xo) = f' y(Xo)
La fonctionf admet en xune dérivée infinie, si

L f(KD+ll) _f(xp)
>0 — o =%
‘ oHh) -~ %
w 7 - ’ ~ - "’y ~ .
e et une dérivée a droite sif'g(Xo) et a gauche si £4(Xo)

La fonction dérivée est une nouvelle application dans R.

Dérivées successives
Sif est dérivable sur I, elle admet elle-méme unesdérappelée dérivée secondeouy”
ouf” . Propriété généralisable a I'ordten »

Graphique de la fonction et de sa dérivée

” /
f(xo+h)

vo

M(xo, f(xo0+h)

A(xo, f(x0)})

X0 x0+h

Soit la fonction * f= dont la courbe représentative est « C »caefficient
directeurde la droite (AM) est donné par :
différence des ordonnées (vo+h) - yo

différence des abscisses - f(xo0+h) - f(xo0)

o=

f a pour dérivéé (xo) au point () est une expression équivalente a :
- position limite de la tangente AM quand M teraits/A
- tangente en A de la courbe (C), dont le coeffitdirecteur edt(xo)

Différentielle au point x
C’est I'application linéaire tangente de R dansiRne fonction dérivabléen x,

définie par h—""=Fx0)>h 54 confond généralement la fonction linéaire asaec
valeur au poinh. La différentielle s’écrit (cf plus hautYdfxy (h) = f X¢xh
L’ensemble de toutes les différentiellgmssage deya x) correspondant aux valeurs de x
pour lesquelle§ est dérivable est appealéférentielle de f, et noté
df ou dy siy =f(x), et sa valeur s’écritdf = f () xh

Il est possible d’adopter une autre notation ersiciEmant la fonction y = f(x) = x.
Alorsf'(x) = 1 et dy = h = dx, et la différentielle peldaire :
df =f', dx ou @/ =y’ dx, aveadx la differentielle de x, laquelle ne dépend paxd
Il ressort ainsi quefd=f'x dx =» f'x = (df/dx) ou que g =y’ dx => y’ = (dy/dx), soit quda
dérivée est le quotient des différentielles
Les dérivées successives seront alors notées :
(d2y/dx?),....... (dy/dx™
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Théoreme de la valeur approchée et graphique difféaentielle
y =f (x) dérivable sur | x un point tel qué’ (x) # 0 etdx un accroissement de x tel que
(x+dx)El
L’accroissement correspondantyds’écrit : Ay = f(x+dx) —f(x). On vérifie que :
lim  ay

dx=yg — =1
dy

Lorsque la variationdx dex est infinitésimal, on peut prendre la
différentielledy dey pour une valeur approchée de I'accroissemgrgubi pary lorsquex
varie.

¥
v +dy vyoth

Ay g

vy  vo I
x=f{x)

f{xo) f(xo0+h)
X x+dx

La variation (dx) de x entraine deux accroissemenisécutifs Ay et dy tel que la fonction
y=f(X) permet de I'estimer. Leur valeur différe. gephigue montre que ce n’est que
lorsque la variationlx dex est infinitésimale (en abscisse), que I'on peehgre la
différentielledy dey pour une valeur approchée de I'accroissemgrgubi par la fonctiory
lorsquex varie.

La démonstration géomeétrique est :
(C) est le graphique de la fonctign
v © y =f(x) dans un intervalle (a,b) ol
/N--,—\ elle est dérivable en un point (M)
Y Q/ ; d’abscissex). On définit un autre
Ny gy | 1Y point (N), d’abscisse (»dx). On
v 1 représente les paralleles aux axes
. P (OX) et Oy), passant par les
points H,P,Q et N.
H
X  x+dx x=f{x)

L’équation de la tangente en (M) ci-dessus, peadrse Y —y =, (X — Xx). En appelant
X =x+dxeten notant Y le segment (HQ), ety le segmdR)(on peut écrire :
Y —y =HQ - HP ==>HQ — HP £, dx.
Or, HQ — HP = PQ 4y, et donc HQ — HP £, dx = PQ =dy, soit :f'y dx =dy
CommeAy = HN — HP = PN, aloray # dy.
L’erreur commise par I'estimation dg/ pardy diminue avedx, donc a mesure que I'on se
rapproche de M. Inversement I'erreur s’accroitiguarde M, avec 'ampleur de la variation
Ay.
exemples
Soit la fonction y = (2x2+3x) / (4x-2)
Calcul de la différentiellely =y’ dx. On calcule d’abord la dérivge= [u'v — uv’]/v2, a
laquelle on « ajoute » dx
y' = (4x2-4x-3) dx / [2 (2x-1)]?

L2S3 - MASS -2015/16- r.foudi : microeconomie 1 —rappels de Mathématiques — page 4 sura1



On montre que I'estimation pdy de Ay consécutif a une variation de x de 0,001 conduit &
une erreur faible.

Les valeurs pour x =1 sont : y = (5/2) = 2,5let -3/4dx

L’accroissement x = 0,001 s’écrit : dx = 1,001 = Q@,001. En remplacant dans

dy = -3/4dx = -3/4x0,001= -0,00075 on obtient une valeur agipée dey pourx = 1,001
y=2,5-0,00075 = 2,41925..

Soit la fonctiony = f(x) définie par y =u2? +2u -lavec u = (x+1)/(x-1)

Calcul de la dérivég’ =1 (x)

La dérivée peut étre calculée en écriture différemtlle sachant quedy =y’ dx

dy = 2(u+1)du = 2[(x+1)/(x-1) + 1Hu = ([(2x+2)/((x-1)] + [(2x-2)/(x-1)])du =4xdu/ x-1
calcul dedu = -2dx/ (x-1)?, en remplagcant dadyg = (4x/x-1) x [-2x/(x-1)?] = -8&dx/(x-
1)°. On en déduit la dérivée = dy/dx = -8 /(x-1)*

Ces deux exemples permettent de constater qudgstalent d’adopter pour expression
de la dérivée

Soit : @dy/dx)= -8 /(x-1)? dans I'exemple 1 = (4x2-4x-3) | 2 (2x-1)?

Soit :dy = [-8x /(x-1)7] dx dans I'exemple 1 = (4x2-4x-3) dx / 2 (2x-1)?

Dérivée d’une fonction composée

Soit h =g(x) et z = h(y)

La composé&(x) = h(y) = h(g(x))

Si y=g(x) =x2 et z = h(y) = 2y+3 la composée f&h(y) = h(g(x)) = 2x2+3

Regle de dérivation d’une fonction composée owadshhine :

Pour f(x) = h(g(x)) la dérivée fk)/dx = ch(y)/dyxdg(x)/dx. Appliquée a I'exemple :
dh(y)/dy = 2 et @(x)/dx = 2x et donc i§x)/dx = 2x2x = 4x c'est-a-dire la dérivée de 2x2+3

Généralités sur les fonctions

1) Monotonie
Une fonction monotone est soit toujours croissasu#,toujours décroissante
(NB : synonymie entréonctionettransformatior)

2) Continuité
Une fonction continue est tracéesans lever le crayon »
Il'y a au moins 4 définitions, dont 3 sont equivads. La définition 1, de la continuité en un
point : Sif(x) au voisinage « E » d’un poing X

a) admet une limite engx

b) et silim(x=>xo) f(x) = f(xo) =f(X=>Xo) (limx)

C’est le cas des fonctions :
Constantey = f(x) = k
Polynomiale y = axX' + bx + c avec a et b les coefficients du polynéme, I'expbsaou
degrés du polynéme
Rationnelle y = P:/P, ou rapport de deux polynémes
Linéaire :y = ax + baveca > 0oua<0,,y'=a,y” =0
Quadratiquey =x — 0/2) x2,y' =1 -06x,y” =-6<0
Exemple y = 0o + 01x + 02x3, si0<0 le graph est :
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X

Logarithme y = In(x), y' = (1/x) ety” = - 1/x2

Exponentielle négative

- B B pr

X y=- & y-6e  y'= -8 e

v

3) Convexité : Théoreme et corollaire

Soitf, une fonction réelle d’une variable réelt#finie sur un intervalle | de R, de classe C
(dérivable deux fois), on dira que :

-f convexe= f' croissante<> f” >0

-f concave« f' décroissante f” <0

Démonstration : La condition nécessairef@sinvexe si et seulement si son grapst

situé au-dessus de toute tangemie soit :

Qque soit x, ¥l f(X) > f(xo) + (X — %) F'(Xo) OU X, X1€1 f(X2) > f(X1) + (X2 — x) F(X1) (la
convexité stricte correspond a la stricte inégdtite »).

En conséquencene fonction convexe est une fonction dont I'égageaest convexe, soit :

Convexité : tout point du graph
dont I'abscisse est située entre x2 et
x1 est en dessous du segment [A,B]

v =f(x)

La pente de la tangente augmente de
gauche a droite, soit”? > 0

f(x2) <

f(x1)

X2 x1

Lorsquef est une fonction a plusieurs variablgy(par exemple 2), le raisonnement est
appligué d'espace « S »L’intervalle | est remplacé par upartie ou espace convexees
points considérés (x1, x2 etc...) sont remplacéslipavecteurgX1,X2...). Les conditions
a appliguer aux dérivées premieres et secondesdsatiques, soit :

f(X*) =0 (annulation du systeme des dérivéediplies ou« gradient »pour I'existence
d’'un extremum)

f’ = vecteur des dérivées partielles secondes (gOypominimum ou >0 un maximum)

Lorsque I'on étudie le systéme des courbes d’iadiffice dans I'espace,k,)), ou celui des
isoquants dans 'espace (Q,K,L) on cherche a eélficoncavité de la colline de
satisfaction(ou de la carte des isoquantdn vérifie alors en général simplement que le
gradient est nul pour des valeutsy etA du Lagrangien. Ce qui revient & vérifier la
condition du premier ordre.
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PRINCIPALES REGLES DE DERIVATION:

® Reégles de base :

}"‘:Cte g}i _G
o
M= g}i_l
=
y:xn gy—_ n-1
dX el B T
V= UY g_x: : :
( u et v : fonctions de x ) > S b ) B,
Y=V Voo V3.0V, EEX._ :
( nombre fini de fonctionsde x) |dx ! (v2.vs v ) +
Vol (V1. V3 v+
=% i
Y u EI,;_ =C*
=u+v-
'}." u V-W .{dii:{i:uxi_ll_vx’_wx)
Yy—u ﬁzn'uwl‘u,
=1l E}iczvuvlu,_'_v,uvlnu
== dy——us e ns vy
y_v dX_ Vz +"|r == vﬂ
_E : (_1:{_ K.V’
Y= ( K : constante) e
)"=£4~X g.Y. :.1_
dx x
Y s
==
Y:n g}.‘% :ilx.frh(n)
}f=ﬂuu Eii =‘|1_’
dx u
= a¥ d
e "&i =
=n" d
=l E.:ci =n’.In(0). W
y=logyu dy _ v T
G —logue. s =04343.5
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® Dérivées logarithmiques :

y=u.v.w = ¥ W _ V W
y u Vv W
= Ly ww
v y u Vv
@ Fonctions de fonctions :
y = f(u) et u = O(x)
d dyv du
= & =2 =W O

® Fonctions réciproques :

y=fx) et x=d(y)

1
— f'(X) = (Dr(x)

quand deux fonctions sont réciproques,
leurs dérivées sont I’inverse I’une de Iautre.
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@ n X xm = x@+m),

Exemples : ® x2 X x4=x6

1

O®X3IXXx2=x1=—~=.

X

Exemples :

o \/;= x1/2,
® ‘V;: x1/5.

Exemples :

03\/;= x%/3.
@ %/;= x-35 = 1

x3/5
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@w:a-r::::xlm=a => x=an,
Exemples : 03:\";=2 <=> x3=2 => x=23=8.
® @:3-:::-1%:3:}:’:33:2?:};:@.
@ xn =a =>x=aln,
Exemples : ® xn =9 => x = 9ln
e xi=16 => x= 16" =2
:rn=nm => x = amn <=>x = (am)l/n <=> x = (al/M)m,
Exemples : ® x2=43 => x=4lec=nx=(E1Y’ = (2P =8
@ x3=24 => x=21Rc=>x=(2H3 = 16)!3.

() LES DETERMINANTS :

@hd&t&rmhmtd’ordrc!:
a b
= ad - bc.
C d
Exemple : 1 2
= 1xXx4-2xX3="-2
3 4
@hdétc—rminantﬂ'urdrci:
a b c
e f d f d e
d e f |=ax -b x +C X
h i g i g h
g h i
Exemple :
1 2 3
1 1 2 1 2 1
2 1 1 | =1X -2 X + 3 % ‘
0 4 1 4 . 1 0
1 0 4
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=1X@-2X@-1D+3X(-1)
= - 13.
(1) DERIVEES PARTIELLES ET DIFFERENTIELLE TOTALE :

@ Cas d’une fonction 2 une variable : y = f(x) :

” . >~
@ ) La dérivée :

La dérivée de y par rapport 2 x; est : f'x; = %
1
. ) oy
Exemples : ®Siy=3x; , flx;= =—— =3.

Oy

OSiy=2x13—4 ,f’x1=-£xl=6x12.
1

@ La différentielle totale de y :

La différentielle totale de y s’écrit : dy = f'x; dx;.

Exemples : ®Siy=3x; , flx;=3 et dy=3dx;.
OSiy=2x13— 4 ,f’x1=6x12 ct dy=6x12dx1.

@ Cas d’une fonction i deux variables : y = JCx1,%5) =

@ Les dérivées partielles :

Oy
ax)

La dérivée partielle de y par rapport 1 x, est : fx, = g—

La dérivée partielle de y par rapport 4 x; est : f'x; =

Donc une fonction 2 deux variables admet deux dérivées partielles.

Exemples : ® Siy = 3x) - 2x,2, les dérivées partielles sont :
v = OV _
f xl = E - 31

f’x2 = —y = - 4.x2.
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® Si y = 3 Log X1 + X722 - x1x3,
les dérivées partielles sont :

: by _ 3
X]= —— = =— - X3,
fx S, X2
f’x2=i=2x2—x1.
)
@ La différentielle totale de y :

La différentielle totale de y s’écrit : dy = f'x; dx; + f'xy dox,.
Exemples : ® Siy = 3x; - 2x,2,

dy = 3dx; - 4xzdx;.

® Si y = 3 Log xy + x22 - x1x5,

dy=(£l— -xz) dx; + (sz-xl) dx;.

Si y est une fonction a n variables, alors :

@ Les dérivées partielles sont :

fx, £x2, ., F%q.

@ La différentielle totale de y s’écrit :

dy = f’x1 dx; + f’xz dx, + f’x?, dx3 +... + f’xn dx,,.

la différentielle totale de y s’écrit :

dy = f'xy dx; + f'xp dx2 + f'23 dx3 (1),

1) <=> dy = (6%‘1 = xg,) dx; + (2x; X3) dx; + (-x1 + x32) dx3.

@Y DERIVEES PARTIELLES D’ORDRE 2 :

£} Cas d’une fonction a une variable : y = f(x1) :
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La dérivée seconde (ou d’ordre 2) de y par rapport 2 x; est :

= &y
X = .
Frxx, .
Exemples : eSiy=7x;-5,
la dérivée de y par rapport 2 x; est: f'x; = -5%!— =7
1

la dérivée seconde de y par rapport a x; est :

08iy=8x13 + 6,

la dérivée de y par rapport 2 x; est :
, 3y
X1 = £ = 24x,2,

f 1 axl 1

la dérivée seconde de y par rapport 2 x; est :

Frayxy = stlzgxl = 48x,.

(2 Cas d’une fonction a deux variables : y = f(x1, x2) :

Dans le cas d’'une fonction 2 deux variables, la dérivée partielle d’ordre
2 s’écrit :
f”xixj = —a:lz—ng (aveci=joui=j).

Cela signifie que I'on dérive d’abord par rapport i x;, puis que 'on
dérive par rapport a x;.

Exemples : oy =3x)2 - 4xyx,.
Les dérivées partielles d’ordre 2 de y sont :

. Oy dy _

o, 8o, =6 car —1 =G6x; - 4x;,,
K dy _

o 4 car —1 =6x; - 4x3,
. Oy _ Sy _

f 252—0 cax'—2 = - 4xq,

.« &y __ &y _ _
m_imﬁxz ey .

® Yy =xy - x13x3 - Log x3.

Les dérivées particlles d’ordre 2 de y sont :

ﬁrl'&l-'] E-""l
ol = - 2 = - z
_&Lﬁxjﬁn:; 32 car _E.Lﬁx, 1 =312 x5,
. By __ By _ e L
&h‘zﬁx[ 3:12 car E#'z *1 X !

¥
|~
g

g
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Kuhn et Tucker
(théoréme de)

Théoréme qui permet de déterminer les
candidats a I’extremum d’une fonction dont
les variables sont soumises a des contraintes
sous forme d’inégalités. Ce théoréme utilise

les multiplicateurs de LAGRANGE comme
dans le cas ot les contraintes s’écrivent sous
la forme d’égalités. Par conséquent, un point
candidat a un extremum, X*, annule les
dérivées du lagrangien L(.) associé au
programme ; $oit :

L.(X)=0, j=1,...n.

A ces conditions s’ajoutent les relations
d’exclusion :

A g(XH=0, i=1, ma
qui signifient qu’au point candidat X* soit la
contrainte g,(X) > 0 est saturée (g,(X) =0),
soit le multiplicateur de Lagrange qui lui est
associé est nul (A, = 0).

En outre, il découle du théoréme de I’ENVE-
LOPPE que lorsque I’extremum considéré est
un maximum, alors les multiplicateurs de
Lagrange associés a la contrainte sont
positifs ; si c’est un minimum, ils sont néga-
tifs.

La démonstration du théoréme de Kuhn et
Tucker peut étre faite en utilisant le théoréme
du lagrangien (ou les contraintes s’écrivent
sous la forme d’égalités). Pour cela, il suffit
d’introduire des variables d’écarts 7, définies
par les égalités z7 = g,(X), ce qui permet de
remplacer I'inégalité g,(X) = 0 par 1’égalité
8i(X)-2}=0 (i=1, ..., p). Le lagrangien
du programme s’écrit alors :

FX)+Z2(8,(X) - 22),
de sorte que les conditions du premier ordre
pour le « candidat » X* (et Z*) s’écrivent :
DS XY +ZA(), (XN =0,j=1, ..., n
(dérivées par rapport aux x)
2) =2kl =0d=1. .. . p
(dérivées par rapport aux z),

Les conditions (1) sont les mémes que
dans le cas ol les contraintes sont écrites
sous la forme d’égalités (L. (X*)=0,j=1,
..., n). Quant aux conditions (2), ce sont les
relations d’exclusion, puisque par définition
des variables d’écart zona : z; =0 si et seu-
lement si g/(X™) = 0.
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La méthode d’'optimisation des fonctions d'utilité e t de production par le muItipIice}tgyr dg _
Lagrange est appliquée en cours. On se limite aI'é  criture du Lagrangien, et a la vérification simple
de I'existence d’'un optimum (maximum ou minimum).

On trouvera néanmoins ci-dessous les principaux fon dements mathématiques de cette méthode.

Lagrange (multiplicateurs de)
et lagrangien

Nombres associés aux contraintes subies par
les variables d’une fonction et qui permettent de
déterminer les extremums de cette fonction lors-
que ses variables sont soumises a ces contraintes
en utilisant une présentation semblable 2 celle
qui est faite dans le cas d’un extremum dont
les variables sont « libres » (non liées).

En effet, pour trouver les candidats a un
extremum d’une fonction f{-) de cLASSE C!,
on annule ses dérivées partielles ; si les varia-
bles x, ..., x, de cette fonction sont soumises
aux p confraintes : g/(x;, ...,x,)=0,i=1, ...,
p, alors la recherche de ses extremums sous
contraintes se fait en annulant les dérivées
partielles de la fonction :

L(-) :ﬂ) + ;ng](J +...+ lpgp(')-

Cette fonction est appelée lagrangien du
programme étudié, le nombre A, étant le mul-
tiplicateur de Lagrange associé i la i-eme
contrainte.

A T'origine des multiplicateurs de Lagrange,
1y a le théoréme des fonctions IMPLICITES. En
effet, si I’on considére le programme qui
consiste a rechercher les extremums de la

fonction :
NEpnz)
dont les variables sont soumises a la
contrainte :
84y ) =4,

alors on peut considérer que cette contrainte
définit implicitement une des variables
(disons x,) en fonction des autres [soit : x, =
@(xy, ..., x,_1)], de sorte que le programme se
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ramene 2 la recherche des extremums de la
fonction « sans contrainte » :
(1) Rty s Xge1s @ s Xn ).
Pour que A = (ay, ..., a,) S0it un extremum
de cette fonction, il faut qu’il annule ses
dérivées (par rapport 2 xy, ..., X, _). La déri-
vée par rapport a x(i= 1, ..., n = 1) de (1)
s’obtient par DERIVATION EN CHAINE ; elle est

donnée par :
fx(xlv PP !"p(xl"" l))+fx(xl’°"
Xy s (X5 ey Xa_q)) (Px(xl". !xn 1)

Comme cette exprcsswn s’annule &
I’extremum A, il s’ensuit qu’on a [en se rap-
pelant que, par construction de @(:), a, =

q;(alv,-nyan—l)]: ) f;i(a;,..-,a,.)
( ) (va(al""’a"_l) - —f;. (al,...,an)’

A condition que f", %, (ay,...,a,)#0.

Or, comme par ailleurs la fonction ¢(-) est
définie implicitement par la contrainte
g(xy, ..., x,) = 0, il découle du théoréme des
fonctions implicites que :

3 o S
" (ayy..n8y_ ) = ————— .
Pl ! gxn(al,...,a,,)

De (2) et (3), il vient alors :
f;l.(a]""’an) g:r,.(al""’an)
4)

Fo(@na)  g(an.—ap)
Larelation (4), appliquée ai=1,...,n—1,
donne les conditions du PREMIER ORDRE pour
I’extremum d’une fonction dont les varia-
bles sont liées par une contrainte. Ce sont ces
conditions qu’on retrouve par exemple dans
le CHOIX DU CONSOMMATEUR en CONCUR-
RENCE PARFAITE, choix qui consiste a égali-
ser les TAUX MARGINAUX DE SUBSTITUTION
[rapports des dérivées partielles du type

fe(@r e 4qn)
fx (ql’ )

vées de la contramte budgétaire, avec ici
g(q1, -.-» Gy) = R — Zp,g;). Cette condition de
base s’exprime « géométriquement » de la
facon suivante : en un. point candidat a un
extremum sous contraintes, la courbe de
niveau de la fonction-objectif qui passe par
ce point est tangente a la courbe qui repré-
sente la contrainte.

] aux rapports des prix (déri-
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C’est A ce stade qu’on introduit les multi-
plicateurs de Lagrange, qui permettent de
présenter ce résultat sous une forme sembla-
ble 4 celle qu’il prend dans le cas ol les varia-
bles ne sont pas soumises 4 des contraintes.
Pour cela, on écrit (4) sous la forme :

fx(al’ n) f::"(al""’an)
gx,.(al’ -4 ) g;n(al""’an)
et 1’on note — A ce rapport (qui ne dépend pas

£ (@1,.a)

&)

de i, puisque g;"(a,,...,a,,) n’en dépend
pas). De I'égalité :

filan.a)

g;i(ah "'van) -
il vient alors :
(6) fx(al"' a )"'l gx(ah an)=0’
égalité qui est vérifiée pouri=1,...,n Orsi
on pose :
LX)y cons %) =LK ooy Xg) + A 8(RY ooy Xp),
alors la condition (6) s’écrit :
Q) L (ay,...,a,) = 0.

C’est le résuitat annoncé pouri=1,.
On notera & son propos que :
— il est une conséguence de la relation fon-
damentale (« de tangence ») (4), et non sa
« cause » (comme les manuels de micro-
économic le donnent 2 croire) ;
— il est plus simple d’écrire (7) — qui a
I’avantage de rappeler la condition du pre-
mier ordre d’un extremum sans contrainte —
que (4), mais la recherche des points candi-
dats A (les calculs que nécessite cette recher-
che) n’est pas forcément simplifiée par
I’introduction du lagrangien, qui ajoute une
inconnue (A) supplémentaire au probléme
étudié ; souvent, cette résolution commence
d’ailleurs par se faire en éliminant cette
variable supplémentaire. .. ce qui raméne aux
relations (4) !
— il se généralise aisément — toujours
en appliquant le théoréme des fonctions impli-
cites — au cas oll les variables sont soumises
4 p contraintes, les calculs étant évidemment
plus lourds (voir Les Mathématiques de la
microéconomie, de Bernard Guerrien et Isa-
belle This, Economica, Paris, 1996).

Ainsi, les multiplicateurs de Lagrange per-
mettent de représenter d’une autre fagon les
conditions du premier ordre d’un probleme
d’extremum sous contraintes. Toutefois, et
¢’est 12 un point intéressant, ils peuvent aussi
étre interprétés en tant qu’indicateurs de
1’ « intensité de la contrainte » subie au point
extremum, interprétation .qui s’appuie sur le
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Le théoréme des fonctions implicites
Définition 1

Soit la fonctiony = f(x) = 3%, de la formey = f(x). Elle est dite FONCTION EXPLICITEar la variableg est
exprimée explicitement en fonction de la variable

Ecrite sous la formg — 3% = 0, la fonction explicite disparait. On dit que laétiony = f(x) = 3x n’est alors
définie qu’ IMPLICITEMENT par I'équationy — 3x =0

La fonctiony = f(x) peut exister et n’étre pas formellement connuendla formey — 3x = One s’y réféere
gu'implictement.

Généralisation de la définition

Soit la fonction a deux variabl&$x,y) = O, définie dans un domair® du plan(O,i,j). Si a chaque valeur de
dans urintervalle [x — hy, X + ho], on associe une unique valeungi¢elle que le coupléx,y) vérifie I'équation
F(.) = 0, on définit alors une fonctiop = f(x) pour laquelle I'égalité de I'équation F(x(x)) = 0 est réalisée
identiquementlans l'intervalle. On dit que I'équatidt(x, y) = 0 définitune fonction implicite y de x.

Le théoréme des fonctions implicites ou théorenffeglire 1)

SoitF(x,y) = 0. On suppose que la fonctidifx,y) vérifie 4 conditions
1) elle est définie et continue dans un rectangtdré en (¥Yo), Soit :

D={x—01<X<Xp+01, Yo—0:<y<yo+0)/
2) F(x,y) est nulle enxg,yo)

3) Les dérivées partielle(%i)et(g—':) existent et sont continues dans le rectaryle
X y
oF

4) (
(%1 Yo
Alors, pour tout suffisamment petit, on peut trouver un voisinage d, xp + do/ ,00>0, du pointx, tel qu'il

)/(9y) # 0

existe une unique fonction continyes f(x), vérifiant la conditior{ Y = Yo ‘ < €& prenant la valeuy, pour
X=Xo, et transformaritéquation F(x,y) en identité.

Conclusion :Le théoreme des fonctions implicites donne donc desditions suffisantes d’une unigue solutiorn
en y de I'’équation F(x,y) = 0 au voisinage d’'un mbixg.

Theéoréme des fonctions implicites

y A Figure 1

Yo — — 4 = —h—

|

0 K=o
Les coordonnées de tout pomt (x,y) de la courbe F(x,v) =0

appartenant au voismage

[x0- 8=x=Xp+8 vo— €< ¥ < yo+g] du peint (xyyy) sent reliées par

I’ équation y=f(x)
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plan

OPTIMISATION : les méthodes

Extremum libre et extremum lié ou contraint

ou optimisation sans contrainte (ou sans équatdragon) et optimisation sous contrainte(ou avec

équation de liaison)

Optimisation sans contrainte ou libre

Optimisation soup contraintes égalité ou lié

Représentation du plan cartésien a trois dimensibasf(x,y)

Représentation sous la forme d’une surface (z=y& ou paraboloide de
révolution [ et distinction entre maximum librereaximum li€)

Démonstration de la concavité ou de la convexité>Jg)

Deux théoremes
La condition d’optimisation de Weierstrass
La formule de Taylor-Young (développements limités)

Optimisation d’une fonction » réelle de n variables réelles squsontraintes
égalités: Résumé

Optimisation sous contrainteégalité
Optimisation soup contraintes égalitéyf) etq contraintes inégalitéj :

multiplicateurs de Lagrangé;) et de Kuhn-Tuckery().

Approche simplifiée de I'optimisation
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Extremum libre et extremum lié ou contraint
ou optimisation sans contrainte (ou sans équatdiaion) et optimisation sous
contrainte(ou avec équation de liaison)

Optimisation sans contrainte ou libre

La fonctionf (X) est définie sur 'ensemble ouvéltde R. Elle peut étre une fonction
réelle de deux variables réelles, telle guf{x;, x2). L'ensembleQ) est urouvert convexe
de R': Ox[x, 0 D,etdJA0[01],alorsAx + @—-A)x, 0D

Le programme est :

Max f (X)

XxOD

Optimum local au poinfa) 01D n Q
Condition nécessaire 1 (ou CNQgradf (2) =0
< Annulation du systéme des dérivées partielles gnas (legradient de la
fonction f au point Mest le vecteur dont les composantes sont lesinéaér partielles
premiéres de f)
= Recherche des points candidatsx® (ou (X))
Condition nécessaire 2 (ou CN2 ou CNS — conditiéressaire et suffisantef) étant de
classe € (différentiable) : Hess ()
Définie positive : > 3% minimum strict
Définie négative : < 8 maximum strict
avec Hessf( @) matrice des dérivées partielles secondés de
son signe est donné par celui du déterminant Hessientégrant les candidats (Il
est celui du polynéme caractéristiqu&)P{ det(H — |,) avec } la matrice identité
d’ordre n).

Optimum global : La fonctiof (X) étantconcaveou convexesuivant le signe de Hessd),
La condition suffisant¢ou CS est :gradf (a) = 0

Optimisation soug contraintes égalité ou liées

Le programme est :
Max f (X)

XQ
Oj=1.p;g;(X)=0

Optimum local
Méthode 1 : remplacement ou substitution (transédion en probléme d’optimisation sans
contrainte).
Méthode 2 : Multiplicateur de Lagrange
Vérification des hypothéses :
f,01,02...gpde classe & dérivables au voisinage da ( )

gradg (3), gradg(a) ..... gradg,(8) linéairement indépendants (condition dite de

gualification de qualification des contrainjes
Ecriture du Lagrangien
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L(%,A,4,..4,) = £(8)+ . A.0,(8)
i
CN1 : grad(a) '*'Z:/]jgradgj @)= ()

]
CN2 (ou CNS - condition nécessaire et suffisaffifg).g,) de classe tau
voisinage de g )

Si OA,..A, / gradf(a) + 3" A, gradg, (a) = (0)
i

Et si Oh/ gradg; (8)(h) = 0
Hess{, a) + Z:/}J.Hess{gj ,a) est de signe : (<0 max strict), (>0 min strict)
i

(=0 pas de solution ou indéterminée).

Optimum global { concave ou convexe)

f (X) est définie sur 'ensemble ouvéltde R est concave

Condition suffisante (CS)

Si [Jj =1...p,g;affine (et condition de qualification des contraintesifiés)

=> (d) est solution globale sill),..A,/ gradf(a) + Z/ljgradgj (a) = (0)
j
Représentation du plan cartésien a trois dimensipmsf(x,y)

Equation générale du plan tangenz — z) =f'x (X,y).(X - %) + 'y (X,y).(y — W)

En écrivant la CN1, la condition d’'un extremurfi(x,y) = f'y (x,y) = 0 au point Nou M,
on exprime I'existence du plan tangeat= z

La surface délimitée par le plan peut étre située :

Sous N.alors le point stationnaire ¢vst unmaximum

Au-dessus dedN alors le point stationnaire gdst unminimum

La CN1 peut n'étre pas suffisante : il n’y a alorsninimum ni maximum Le point
correspondant est appgdéint selle ou point col

z

9 Plan tangent a la surface en Ng
z( No) ., représentation du probléme de I'extremum
.
hY
“ N
~MNg
fffffffffff Zg- —
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Représentation sous la forme d’'une surface (z=y8 ou paraboloide de révolution [ et
distinction entre maximum libre et maximum li¢)

Soit z = 1 — x2 - y2 fonction représentée par dempoloide

On lit que Max z = 1, la cote maximale du paralstdoi

On suppose la contrainte y = ¥2

La fonction z prend la forme hyperbolique z = 12—~ y2 =1 — (0.5)? - x2 = -x2 + 0.75.

On lit que la projection de y = 0.5 dans la surfdoene alors un maximum lié ou contraint
au point R (0,0.5,0.75). Le maximum lié est inférieur au nmaxxim libre.

oL
L

TP(mawmum libre de z)

2dez)

Démonstration de la concavité ou de la convexitéJg)
NA)+ 1 =NfB) < S+ (1=

« Longueur de la droite AB » « Longlmur de T'arc AB »

g

JIAA +(1 - ?\.}B}

Ll

P [ sa-ne| G
; | : | Lam H}

L M |

ety

(“1 az) : o F

Convawte de f (x y) <

Convexité................ =

La convexité ou la concavité stricte s’exprime paestricte inégalité goit< ou >).

Deux théoremes
1- La condition d’optimisation de Weierstrass ou ctiodi suffisante
Sif est continue sur un sous ensentampactdonc fermé et borné) K de' Ralorsf atteint

sonextremunsur K.
Les candidats de la solution (point intérieur &K points frontiere8K) sont alors ceux qui
donnent la plus grande valeut. a
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2- La formule de Taylor-Young (développements limitt€N2 ou CNS condition
nécessaire et suffisante
Elle permet d’étudier le signe de la différencesd®@inée par le plan tangent (ci-dessus) :
f(M) —f(Mo)
Soitf(x,y), de classe €définie sur I'ouvert convex@ inclus dans Radmettant un
extremurmau point M (¢+h, w+k) au voisinage de dic’est le signe de I'expression :
" xy (%0,Yo) —F" x2 (X0,Y0) % " y2 (X0,Yo0) qui permet de conclure.
La formule revient a I'application de la conditisaffisante (CN2 ou CNS) donnée plus
haut, soit : Hesd,(a) dont le signe est donné par celui du déterminassién.

Optimisation d’une fonction %» réelle de n variables réelles squsontraintes égalités
Résumé

f(X1, X2, ... %)

Oi(XL X, ... %) j=1..p

optimum local
Méthode 1 substitution ou remplacement
Soitf(x,y) = y=¢o(X) @ {fXe(X)=> h(x)
CNL1 : dérivées partielles premieres =0le systeme est celui de trois équations a 3
inconnues dort. On trouve ainsi un Lagrangien.
CN2 ou CNS : Taylor Young

Méthode 2 : Lagrangien

Ecriture directe de L(x, W)

CNL1 : Hessf(Mo) =» résolution du systéme et détermination des poatslidats a
I'optimum. La contrainte sous fornsaturéeappartient au systéme.

CN2 ou CNS : signe dietHess f,Mg), ou Taylor Young (signe de la difféereni¢®) —

f(Mo)).

Optimum global : condition suffisante

f concave ou convexe

Ecriture du Lagrangien et application de la conditsuffisante :

grad L(x,y4) = 0 (en intégrant les candidats)

NB : si f concave ET g affinde maximum est un maximum glolsitict surQ.

Optimisation sous contrainieégalité

Définitions :

Contrainte saturéegj(xy, X, ...%) (=1..p=00uU< 0 gi(Xe,X, ... %) =0

Contraintes régulieresgradients des contraintes aux points candidafslinéairement

indépendants

Programme :
Extremumf(Xy,Xz. ...Xp)
Sc :g(X, %, ...%)>0 pourf=1....p)

Optimum local
[desréely, = 0_0j 0 (L..p)_ety,g, (%, ..%,) = (0) Si:

L2S3 - MASS -2015/16- r.foudi: mMicroeconomie 1 —rappels de Mathématiques —  page 23 sur 31



L=f(X)+Z)y,0,_et_gradl(x, .X,) = (0) ( autrement dit f admet un max locat les

contraintes sont regulierekes multiplicateurs; sont appelémultiplicateurs de Kuhn-
Tucker.

Dans le cas d’'uminimumlocal le signanoins est substitué dans la formule au signe, plus
ou y; < 0).

Optimum global

1*" cas : CSnaximum large global sur D

f etg sont linéaire®t définies sur 'ouve® de R
Maximum large global sur D

1)0j 0 (L..p).y; 2 0_ety;g;(%.%,) = 0)
2) L=f(x)+Z)y,g,_et_gradl(x .X,)= (0) (pour unminimumle signe estnoinsou
¥, £0).

2" cas : CSnaximum large global sur D
f etg, sont_concavest définies sur I'ouver® de R (= Lagrangien concave)
mémes conditions pour le max.

3*M®cas : CSninimum large global sur D

f convexest g concavesdéfinies sur 'ouver© de R
mémes conditions pour le min.

Optimisation soup contraintes égalitéyf) etq contraintes inegalitdf : multiplicateurs de
LagrangeX;) et de Kuhn-Tuckery().

Optimum Local
Les fonctions ( objectiff- contraintegg; et &) sont définies et continGment dérivables sur
I'ouvert Q de R au voisinage déd)

Programme :
Max f (X)
xOD ( D est défini par leg vérifiant les contraintes égalité et inégalité)
Oj0@.p).g;(X)=(0)
Ok O (L..0), f, (%) = ©)
Les contraintes sont saturées. La condition defauzion des contraintes doit étre vérifiée,
soit :gradg, (a)_et_gradf, (a) = 0)_indépendace_linéaire

Solution :
Il existe des réels\(....Ay) et (....Hq) satisfaisant aux trois conditions C1, C2, C3.
La condition C1 est celle du Lagrangien qui s’écrit

L=L(X A A . phy) = F(X)+2A,9,(8) + 21,9, (3) , et qui doit vérifier
gradf(x) + 24,gradg; (a) + Zy, gradg, (a) = (0) (méthode identique a I'optimisation sous

contrainte égalité)
Les conditions C2 et C3 sont celles de Kuhn-Tucker

C2:0k0(A..9), 1 f (8 = (0)
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C3: kO @..q9), K <0(Max)ou=0(Min)

Optimum global { concave ou convexeondition suffisante)
Condition d'unmaximumdans le casoncave
Sif définie sur I'ouvert convexe de R' et (a) O D

f concave

0j 0 @..p), g;affineet condition de qualification vérifiée
OkO @..9), f,convexe

Solution :
1- condition de Slater vérifiée ou non : il

Oy)/00Q..p),g;(y)=0_et_Ok=1.q,f(y)=0
2- 0jOQ..p),g;(@=0
kO @..q), f,(a) < 0_siMax_ou= 0_siMin
3- Alors (Q) est solution globale au probleme si et seulement si
Il existe des réels\(....Ay) et (u....Hq) satisfaisant aux trois conditions C1, C2, C3.

Optimisation soup contraintes égalitéyf) etq contraintes inegalitdf : multiplicateurs de
Lagrange Xi) et de Kuhn-Tuckery(). : Résuméen modifiant les symboles)
f, la fonction objectifh; les contraintes égalité, gtles contraintes inégalité.

Optimum local
Conditions requises :
f continment dérivable, et contraintes réguliéaespoint (X) .

Contraintes saturées et indépendance linéairgrdels etgrady

Solution :
Il existe des reelg; =1..n etAi=1....q, tels que

1-0j O @..p).y, = 0_ety,g,(X,_.X,) = (0) (condition de Slater)

2- L=L(X A Ay Vi) = F(X) + 2509, (X) + ZAR(X) et gradl = gradl(X;, X,..X,) = 0
L’extremum est alors un maximum. Pour un Minimunh.dgrangien s’écrit ( + - ).
Optimum global

Dans le cas d'un maximum la condition suffisante es
F concave, hlinéaires, gconcaves
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Approche simplifiée de I'optimisation

MINIMUM OU MAXIMUM ?

(1) Cas d’'une fonction 2 une variable : y=f(x1):

@ Condition du 1¢* ordre ou condition nécessaire :

La condition nécessaire pour que le point A (x7 , yp
soit un optimum est qu’il vérifie : f’x; = 0.

@ Condition du 2¢ ordre ou condition suffisante :

Le point A, qui est un optimum, est :
@ Un minimum ssi : f"a1x1 > 0,
@ Un maximum ssi : f"x1x1 < 0.

Exemples :
oy =6x2 - 12x + 4.

*Aloptimumona: fx; =0 <=> 12x; -12=0
=> x7 = 1. Dans ces conditions : yJ = - 2.

* De plus, f"x1x1 =12 > 0,
donc le point A (1,-2) est un minimum.
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*AToptimumona: fx; = 0 <=> 3x;2 - 14x; = 0 (D),
(1) =>x1G%, - 14)=0 => ] =0 ou xi = 134
On obtient donc deux optimums.
* De plus, fx1x; = 6x; - 14.
Au point B(0,5), f"xyx; = -14 < 0,
le point B est donc un maximum.
Au point C (134 1337) fx1x =14 > 0,
le point C est donc un minimum.
@ Cas d’'une fonction i deux variables : y = f(x1,x5) :
@Sans contrainte :

@ Condition du 1¢f ordre ou condition nécessaire :

\ Fxy=
A l'optimum, on a : .
f’xz =0

Du systeme (I) on en déduit les extremums.

@ Condition du 2¢ ordre ou condition suffisante :

Une condition sufﬁsante pour qu’un extremum soit un maximum
est: f’x1x; <0, :

I 1
oy Frx1x2

et > 0.

Jr %y F 2900,

Une condition suffisante pour qu’un extremum soit un minimum
est : f’x1x; > 0,

a1 a1,
et > 0.

I x200 7 x002
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Exemple :

Oy = f (x1,x) =x122 + X2 + 2x)2.

f’x1=0
* A 'optimum, on a : @.
fx2=0
x2+4x1=0 x;=0
D <=> => .
X1+ 2x2=0 x§=0

Le point E ayant pour coordonnées : x; =x3 =0
est donc un extremum.

* De plus, f*x;x; =4 >0,

fraxper  fox 4 1

=7>0,

ct
1 2

frxoxy  fraaxs

I'extremum trouvé est donc un minimum.

Avec une contrainte :

Dans ce cas, on utilise la méthode de Lagrange.
Soit donc a résoudre le programme d’optimisation suivant :

Max .f(xl:xZ)

sous la
contrainte A = g(x1,X2).

Le lagrangien s'écrit :
L = f(x1,x2) + A (A -g (xl,xz)), A étant le multiplicateur de Lagrange.

@ Condition du 1¢f ordre ou condition nécessaire :

Lx; =0

Aloptimum,ona: { Lax; =0 an.

Ly=0
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Du systeme (D) on en déduit les extremums.

@ Condition du 2¢ ordre ou condition suffisante :

" On calcule le Hessien Bordé noté HB, avec :

L"x151 L"x1x, L"x,
HB = L xax1 | L’xy),
L3 L")x2 L,

Et . HB est positif dans le cas d'un maximum,
HB est négatif dans le cas d’'un minimum.

Exemple : soit a résoudre le programme suivant :
Max f(xy,x2) = x)2.x;

sous la
contrainte 2=x1 +x;

Le lagrangien s'écrit :

L = f(x1,%2) + A (2 - x1 - x7), A étant le multiplicateur de Lagrange.

Doul= X122, + A 2 -x1 - xp).

A l'optimum, on a :

L’xl =0 2x1.x2 -A=0 le.xz =A ¢))
Lxy,=0 <=> x;z -A=0 => x12 =A 2
L’k =0 2-x1-x2=0 2=x1+x2 (3)
Q - 2 X1.X2 _ A _ 2 X2 _ _ -
o) <=> _x12 = —X- <=> _xl =1 => X = 2x2 @).

En remplagant x; par I'expression (a) dans I'équation (3), on obtient :

A3 <=> 2 =2x, + X2 =>x§= %

Dans ces conditions : (@) =>x} = -5;—

Le point F ayant pour coordonnées : x§ = % et x

un extremum.
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Calculons le Hessien Bordé HB.

L”xlxl L”xlxz L'x1, 2x, 2xp -1
HB = L’x2x4 | I 2% ) L'xq, = 2x1 0 -1
L™y o L™, -1 -1 0

d’olt HB = 2x(-1) - 2x1(-1) - 1 (-2xp) = - 2x + 4x;.

AupointF(xf=%,x§=%),HB=4>O.

Le point F est donc un maximum.

(1l
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